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Aplicaciones de la Derivada — Prologo -

AL ESTUDIANTE

La presente publicacion tiene por objetivo poner a tu disposicion una amplia
serie de ejercicios , con sus correspondientes resoluciones , relativos a la aplicacion
del concepto de Derivada a problemas de las distintas disciplinas que involucran los
Bachilleratos Tecnoldgicos en sus diferentes orientaciones.

Partimos de la base de que estas familiarizado con los conceptos teodricos
correspondientes a Funciones de Variable Real que tu docente del curso ha
desarrollado respecto al concepto de Derivada.

Al comienzo de la publicacion encontrards un resumen de los conocimientos
que deberas tener presentes para resolver los problemas propuestos asi como una
tabla de derivadas.

Al final de la publicacién te sugerimos aquellos ejercicios que entendemos
adecuados segun el Bachillerato que estas cursando, sin que ello signifique
naturalmente , que los restantes carezcan de interés para ti.

Esperamos que si aun no lo estds , llegues a convencerte de la importancia
relevante que el concepto de Derivada tiene en la resolucion de problemas relativos
a la tecnologia en sus distintas disciplinas.

La publicacion estéd dividida en dos Capitulos.

El Capitulo] se refiere a la derivada como indice matematico que expresa la tasa de

variacidn instantdnea o rapidez de variacion instantanea de una funcidon y consta de

veinticuatro ejercicios.
El Capitulo 2 estd dedicado a problemas de Optimizacién y consta de sesenta
ejercicios.

Los enunciados de algunos de estos ejercicios corresponden a conocidos
problemas que seguramente encontrards en distintos textos de Matematica pero que
han sido modificados y/o adaptados por los autores a los cursos de los Bachilleratos
Tecnologicos.

Otros son creacion de los autores.
El enunciado del ejercicio No. 54 corresponde al ejercicio No.18 , pagina 317 del

libro “Calculo” de James Stewart que ha sido incluido por considerar que se trata de
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Aplicaciones de la Derivada —Prdlogo -

una interesante muestra de aplicacion de los conceptos que estamos manejando
en una disciplina aparentemente alejada de la que tu has elegido
Las resoluciones de todos los ejercicios propuestos en la publicacion son de
exclusiva responsabilidad de los autores.

Deseamos hacerte una precision respecto de la notacion utilizada en la
resolucion de los ejercicios.

De las distintas notaciones que suelen utilizarse para la “funcion derivada primera”

de una funcion f de variable real x , a saber ", fy £ hemos adoptado la notacion
dx

de Leibnitz af que entendemos la mas adecuada pues explicita claramente la
dx

variable respecto de la cual se efectia la derivacion , hecho este que en los problemas

técnicos es absolutamente relevante.

jf sera entonces la notacion para la funcion derivada primera. de la funcién f
X
respecto de la variable x .
jf(xo) sera el valor de la funcion derivada primera en el punto X,,
X
a3, y e . g
dxiz serd la notacion para la “funcion derivada segunda” de la funcion f respecto

de la variable x .

dzg(xo) sera el valor de la funcion derivada segunda en el punto x4,

dx
Previo al Capitulo 1 encontraras un resumen de férmulas de perimetros , areas

y volumenes , un resumen de formulas trigonométricas , y una tabla de derivadas.

También una seleccion de definiciones y teoremas que has visto en el curso teorico y

que deberas tener presentes para resolver los ejercicios del Capitulo 1.

Si este material que ponemos a tu disposicion resulta de utilidad en tu formacion

matematica habremos alcanzado nuestro objetivo.

LOS AUTORES
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Aplicaciones de la Derivada -

Perimetros . Areas y Volumenes

Triangulo
=a+b+
. . p=a C
h A= b.h
2
b
Rectangulo
a
p=2a+2b
b
A=ab
Hexagono
L p=6L
A_ P2
2
Circul
= Long. Cfa.=2nR
A=m R2
Sector circular
Long. Arco =R6
)
R A= —-R“0
2
Esfera Cilindro Cono
O J» J»
T
- at -
E E
2
A = 4TCR 2
4 V="_nR’h
_ 3 2 3
V=4 R V=n R°h
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Aplicaciones de la Derivada

TRIGONOMETRIA

Unidades de medida de angulos

Grados
Radianes
. . 0 180° o .
Equivalencia: 360" =2n rad. —— 1lrad= =57 17
T

Longitud de un arco de circunferencia de radio R que subtiende un

angulo central O

s=R0O 0 en radianes

Valores de lineas trigonomeétricas de algunos angulos especiales.

0 Grados 0 | 30 45 60 90 | 120 | 180 | 270 | 360
0 Radianes | 0 T T T T Eu T 3 21
6 4 3 2 3 2
sen 0 0 1 Q ﬁ 1 ﬁ 0 -1 0
2 2 2 2
cos 0 1 ﬁ Q 1 0 L -1 0 1
2 2 2 2
tg 0 0 f 1|3 |3 [-3] 0 2] 0
Angulos suplementarios O+op=mn
sen O = sen (1—0) cos 0 = - cos (n1—0) tg 0 = - tg (1—0)
Angulos complementarios 0+¢= %
sen9=cos(%—6) tgezcotg(%—e)

Angulos opuestos

Sen (-0)=-sen 6 cos(-0)=cosB tg(-0)=-tgH

- Ana Col6 Herrera 6 Héctor Patritti



Aplicaciones de la Derivada

Angulos que difieren en % ven m

sen(@+%)=cos@ cos(8+%)=-sen8 tg(6+%)=-cotg9

sen (0+m ) =-sen 0 cos(0+m)=-cosH tg(0+m)=1tg o

Teorema del seno

senA  senB  senC

A
a b c
c b
Teorema del coseno
B a C
a2=b2+cz—2bccosA
b2=a2+c2—2accosB
02=a2+b2—2 abcosC
Formula fundamental
senzx + coszx =1
Formulas de suma v resta de angulos
sen (X +y)=senXxcosy+cosXxseny
sen(X—y)=sen X cosy— COs X seny
cos(Xx+y)=cosXxcosy— senXxseny
cos(X—y)=cosXcosy+senxseny
tex +t
g(xty)=-2 &
1—tgx tgy
tex -t
1+ tgx tgy
Formulas del angulo doble
2 2 2tgx
sen 2x = 2 senx cosx COS 2X = COS X — sen’x tg 2x = —
I-tg“x
Formulas del angulo mitad
2 1 —cos2x 2 1+ cos2x
sen’x= ———— cosxX= ————
2 2
- Ana Col6 Herrera 7 Héctor Patritti



Aplicaciones de la Derivada

TABLLA DE DERIVADAS

df df
f(x — f(x —
(%) = (x) =
k 0 senx COSX
X 1 COSX -sen x
x| sg(x) x#0 tgx 1+ tgzx
m m-1 1
X mx Arcsenx
11— X2
! 1
X 2 Arccosx T
—\1-x
Jx 1 Arctgx 1
2/x 1+ x?
% 31 shx chx
3 X2
e’ e’ chx shx
i
Lx < thx 1 - th’x
1 1
L[x| < Argshx
X2 +1
1
Sg(x) 0 Vx#0 Argchx >
-1
1
X X
a a La Argthx 1-x2
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Aplicaciones de la Derivada

DERIVADAS DE FUNCIONES COMPUESTAS

d(fo d(fo
(fopx)| 8 (g (fog)
dx dx
g(x) dg sen g(x) CoS g. dg
dx dx
k.g kg cos g(x) -sen g. dg
dx dx
d 2 d
lg| se(g). -° tg g(x) (1+1g°g). 2
dx dx
m m-1 dg 1 dg
— Arcsen g(x —
g o g(x) 2
1 1 dg 1 dg
— —= Arccos g(x - —=
. 7 dx g(x) 2
1 dg 1 dg
—= Arct X —=
g 27 g g(x) g dr
1 d d
%/g °8 sh g(x) ch g(x). °8
33 g2 dX dX
e® e® dg ch g(x) sh g(x). dg
dx dx
1 dg
=2 2 . d
Lg oLlg| g dx thgx) | (I-th’g°=
dx
L2 ldg_1dh Argsh g(x) L de
h gdx hdx /1+g2 dx
at atla. dg Argch g(x) I deg
dX g2 -1 dx
h h | dh hd 1 d
g g |t Lg+ Sl Argthg(x) -
dx g dx 1—g* dx
he et {dh + h.dg}
dx dx
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Aplicaciones de la Derivada — Resumen -

SELECCION DE DEFINICIONES Y TEOREMAS

Definicion de funcion derivable en un punto.

Una funcion f de variable real x con dominio D se dice derivable en un punto x,

perteneciente a D si y solo si existe y es finito , el siguiente limite:

f(xo + h)_ f(xo)

lim - h eR

h—0

Al valor de dicho limite se le llama “ derivada de la funcion f en el punto x,».

Teorema 1) Derivada de suma de funciones

H) Sify g son funciones derivables en x,

n ) i) )

Teorema 2) Derivada del producto de funciones

H) Sify gson funciones derivables en x,

d(fe) y_ . .df dg
T) dx (Xo) = g(x0) dx (Xo)+ f(xo) dx (Xo)

Teorema 3) Derivada del cociente de funciones

H) Si f'y g son funciones derivables en x, con g (X,)# 0

d (f] oo ) 3 (x0 )~ F(x ) %€ (x,)

g Yo ldx
(O) gz(xo)

Teorema 4) Derivada de la funcidon compuesta o regla de la cadena

T)

H) Si gesderivable en x,y f derivable en g (x,)

0 00 ) ) E )
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Aplicaciones de la Derivada — Resumen -

Definiciones

Funcion creciente en un punto

Una funcion f es creciente en un punto X, si cumple:
f(x) < f(xo0) VX € E;(O’ s (semientorno izquierdo de centro X, y radio 0 )

fix) 2 f(xo) Vxe E: s (semientorno derecho de centro x, y radio 9 )
o,

Funcidén decreciente en un punto

Una funciodn f es decreciente en el punto x, si cumple:

f(x) > f(x,) Vx € E;

X0,0

< +
f(x) <A1(xo) VX € EX0,5

Maéaximo y minimo relativos

f(X,) es maximo relativo en x, de la funcion f si se cumple:

f(x,) 2f(x) Vx € E

X0,0
f(x,) es minimo relativo en X, de la funcién f si se cumple:

f(x,) <f(x) Vx eE

X0,0

Teorema 5) Relacién entre derivabilidad y continuidad

H) Si una funcion f es derivable en el punto x,

T) fes continua en el punto x,
Sobre este teorema recuerda que el reciproco no es valido, es decir, existen funciones

continuas en un punto pero no derivables en €l.

Teoremas que relacionan la derivada en un punto con la variacion de la funcion en él.

Teorema 6) H) jf(xo) >0
X

T) f creciente en el punto x,

Ana Col6 Herrera 12 Héctor Patritti



Aplicaciones de la Derivada — Resumen

Teorema 7) H) jf(xo) <0
X

T) f decreciente en el punto xg

Teorema §) H) f presenta maximo o minimo relativo en xq
df
3 —I(x
" (x0)
df
dx

Respecto de este teorema debes tener presente que:

T (%) =0

1ro) El reciproco no es cierto. Puedes tener una funciéon con derivada nula en un
punto X¢ y la funcidon no presentar en ¢l un extremo relativo. La fig. (1) te muestra
esa posibilidad.

2do.) Una funcion puede presentar extremo relativo en un punto X, y no ser derivable
en ¢l. La fig. (2) te ilustra uno de estos casos para una funcién continua en x¢ y la

figura (3) para una funcion discontinua en xg .

f(x) : f(x) A fx)
(0) X0 X 0 X0 X
fig. (1) fig. (2) fig. (3)

Teoremas que relacionan la derivada segunda de una funcién con su concavidad.

2
Teorema 9) H) d—g(xo) >0 T) f presenta concavidad positiva en Xg
dx
d*f . .
Teorema 10) H) —2(x0) <0 T) f presenta concavidad negativa en Xy
dx

Ana Col6 Herrera 13 Héctor Patritti



Aplicaciones de la Derivada — Resumen

Teoremas relativos a intervalos (a , b).

Teoremas que relacionan la derivada 1ra. con la variacion de la funcion.

Teorema 11)

Teorema 12)

Teorema 13)

Teorema 14)

H)

H)

H)

H)

jf >0 Vxe(a,b) T) f crecienteen (a,b)
X

jf <0 Vxe(a,b) T) f decreciente en (a,b)
X

2
d—g >0 Vxe(a,b) T) ftiene concavidad >0 en (a,b)
dx
d*f . .
——<0 Vxe(a,b) T) ftiene concavidad <0 en (a,b)

dx?

Ana Col6 Herrera

14 Héctor Patritti



Aplicaciones de la Derivad

CAPITULO 1

d
d{C(xo)

df
y—f(xo)=a(x0)(x—x0)

v

Demanda NEWTON

)
Precio dt

1 -1 Introducciéon
1 —2 Enunciados de ejercicios

1 —3 Resolucidn de ejercicios
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INTRODUCCION

Capitulo 1
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Aplicaciones de la Derivada — Introduccion- Capitulo 1

INTRODUCCION

En este Capitulo 1 te proponemos ejercicios tratando de que valorices la
derivada de una funcion en un punto como indicador matematico de la rapidez
instantanea de variacion o tasa instantanea de variacion de una funcion.

En distintas disciplinas como Electricidad , Electrénica , Termodindmica ,
Mecanica , Economia , Biologia , etc , resulta de importancia fundamental no sélo
saber que determinada magnitud o cantidad varia respecto de otra , sino conocer cuan
rapido se produce esa variacion.

Puedes imaginar numerosos ejemplos de ello que seguramente te son familiares.
Pensemos , por ejemplo , en una persona que cae a un rio cuyas aguas se encuentran
a muy baja temperatura.

Es claro que la temperatura corporal sera funcion del tiempo que la persona
permanezca en el agua y claro también es que la funcion serd decreciente al haber
pérdida de calor del cuerpo hacia el agua tendiendo el mismo a alcanzar la
temperatura del agua dada la diferencia de masa entre ambos.

Sin embargo en este problema resulta vital conocer la rapidez de disminucién de la

temperatura del cuerpo que por cierto no es lineal.
La disminucion podria ser mas rapida al principio de la caida e ir luego
enlenteciéndose , ocurrir exactamente lo contrario , etc.
De toda esa informacion dependerd que sepamos cuanto tiempo se tiene aun
disponible para salvar la vida de la persona , y esa informacion nos la dara
justamente la derivada de la funcion en cuestion.

De hecho muchas cantidades o magnitudes que conoces se definen

justamente como derivada de otra.

A titulo de ejemplo: la rapidez instantanea de un mévil se define como la derivada
de la funcion espacio recorrido; la aceleracion como derivada de la velocidad ; la
fuerza electromotriz inducida , en Electrotecnia , como la derivada del flujo del
campo magnético, todas ellas respecto de la variable tiempo (t). el éangulo de

desplazamiento del eje de una viga, como derivada de la funcion “elastica de la

Ana Col6 Herrera 19 Héctor Patritti



Aplicaciones de la Derivada — Introduccion- Capitulo 1

viga”; la intensidad de corriente eléctrica como la derivada de la carga eléctrica
respecto del tiempo ; el gasto instantaneo , en Hidrdulica , como derivada del
volumen respecto del tiempo, etc.

Al respecto resulta importante que hayas entendido con claridad el significado de lo

que en el curso teodrico has llamado “Interpretacién geométrica de la derivada” donde

. . df
has demostrado que la derivada de una funciéon f en un punto xo ( d—(xo))
X

representa el coeficiente angular de la recta tangente al grafico representativo de la

funcion en el punto lXO, f(XO)J

Este resultado no es una mera curiosidad geométrica sino que su alcance es
relevante.
Detengamonos en este punto para ayudarte a recordar.

Considera una funcion f de variable x. En la figura (1) tenemos parte del grafico

representativo de la funcion y sea xg el punto del dominio que hemos elegimos para

trabajar .
)
Q
f(xoth) TT—
f(Xo) P R
>
0 X0 Xoth X

fig. (1)

Recuerda que llamamos “punto” al valor x¢ y no al punto geométrico P.

Ana Col6 Herrera 20 Héctor Patritti



Aplicaciones de la Derivada — Introduccion- Capitulo 1

Incrementamos ahora nuestra variable x en un valor h arbitrario y pasamos al nuevo
punto xg+h.

El incremento h puede ser tanto positivo como negativo. En el caso de la figura lo
hemos tomado positivo moviéndonos en consecuencia hacia la derecha de xq
Veamos que ha ocurrido con la funciéon

En el punto x¢ el valor funcional es f(xg) y en el punto xg+h es f(xg+h).

La diferencia  f (x9 + h ) - f(xg) indica en valor y signo la variacion del valor
funcional provocado por el incremento h de la variable x .

A esa diferencia se le llama “incremento de la funcion en el punto xg correspondiente

al incremento h” En la figura (1) este incremento es la medida del segmento QR.
Consideremos ahora el cociente de ambos incrementos ,vale decir :

f(xo +h) —1f(x,)
h

A este cociente se le denomina * cociente incremental en el punto x¢”.

Es importante que comprendas que este cociente incremental indica la rapidez

promedio de variacién de la funcion en el intervalo [ xo, xo + h].

Si disminuimos el valor del incremento h iremos obteniendo nuevas tasas promedio
de variacién de la funcion , en general diferentes (excepto si la funcion es del tipo
f(x) = Kx en cuyo caso el cociente incremental dara siempre constante e igual a K).

Si esa sucesion de valores del cociente incremental tiene limite finito para h—p 0

habremos obtenido la rapidez instantanea de variacion de la funcion en xg .

b

Es al valor de ese limite que hemos llamado “derivada de la funcion en el punto x¢’
Desde el punto de vista grafico has visto que el cociente incremental es la tangente
trigonométrica del angulo QPR de vértice P, hecho que deduces de aplicar
simplemente la definicion trigonométrica de tangente en el tridngulo PRQ y que te
permite afirmar que el valor del cociente incremental es la pendiente o coeficiente
angular de la recta PQ.

El paso al limite que has efectuado posteriormente te permite entonces concluir que
el numero real que has obtenido como derivada de la funcion f en el punto x¢ no es

mas que el coeficiente angular de la recta tangente al grafico en el punto P.
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Aplicaciones de la Derivada — Introduccion- Capitulo 1

Debes tener presente entonces que cuando calculas la derivada de una funcién f en

un punto Xy obtienes el coeficiente angular de la recta tangente al grafico de la

funcién en el punto (xg , f(Xg)) , pero la informacién que has conseguido no es
meramente una informacion geométrica.

Esta informacion te permite obtener la rapidez con que esta variando la funcioén en
el punto considerado.

Cuanto mayor sea el valor absoluto de la derivada en el punto , més rapido varia la
funcidn en ¢él, y esta informacion es de vital importancia en una variedad enorme de
problemas de distintas disciplinas.

Ten presente que a la hora de resolver problemas de la realidad , aplicando modelos
funcionales , nuestras funciones f representaran magnitudes o cantidades que varian
en funciéon de otras magnitudes o cantidades a las cuales representard nuestra
variable x .

Por ejemplo si estas estudiando la variacion en el tiempo de la energia E dada por un
dispositivo de algun tipo , nuestra funcion f representard la funcion energia E ,
nuestra variable x representara al tiempo t y nuestras f(x) representaran los valores
de E(t) .

Si calculas la derivada en algin instante tg {dE(tO )} habras obtenido con qué

dt
rapidez esta cediendo energia el dispositivo en ese instante medida , por ejemplo ,

Calorias . . , . .
——, si esas son las unidades con que estds trabajando , digamos , en un

hora
problema de Termodindmica.
Esa derivada que has calculado no es otra cosa que la “potencia” del dispositivo en
ese instante.
Después de definir derivada en un punto has visto el concepto de funcion derivada.
A esta nueva funcién , asociada a tu funcidon original , debes concederle toda la
importancia que realmente tiene.
Supongamos que has representado graficamente cierta funcion f representativa de
cierta magnitud interviniente en un fenémeno como funcidén de otra magnitud , por

ejemplo el tiempo.
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Aplicaciones de la Derivada — Introduccion- Capitulo 1

La sola visualizacion de la curva te permite obtener variada informacion sobre lo que
esta ocurriendo en el fenomeno.

Conoceras cuando la magnitud en cuestion aumenta y entre que instantes , cuando
disminuye , cuando se producen sus maximos y / 0 sus minimos y cuales son sus
valores.

Pero puedes obtener ain mas informacion cualitativa si imaginas como van variando
las pendientes de las rectas tangentes en los distintos puntos de la curva.

Podrés concluir , por ejemplo , si aumenta o disminuye la “rapidez” con que la
funcion aumentaba o disminuia sus valores , podras decidir eventualmente que tu
funcién aumenta cada vez mds rapido hasta cierto instante a partir del cual si bien
sigue aumentando lo hace cada vez mas lentamente ( punto de inflexion de la
grafica) o a la inversa.

Tendrds entonces un panorama mucho mas completo del desarrollo del fenomeno
con toda la informacion adicional que te permite obtener la funcion derivada.

Es claro que si obtuvieras la expresion analitica de la funcion derivada podrias
obtener datos cuantitativos de todo lo anterior , incluso la representacion grafica de
la funcion derivada te permitiria tener una idea rapida y mas acabada de como
transcurre el fendmeno en estudio.

Esperamos que todo lo dicho te haga valorar , en su justa medida , el aprender a
interpretar graficas obteniendo de ellas toda la informacion que realmente contienen.
En muchos fendmenos , incluso , no es posible obtener una expresion analitica de la
magnitud a estudiar , recurriéndose entonces a instrumentos adecuados para obtener
su representacion grafica, procediéndose luego a la interpretacion de la misma.
Piensa , por ejemplo , en los electrocardiogramas , sismogramas , poligramas

(poligrafo o detector de mentiras ) , etc.
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Aplicaciones de la Derivada - Capitulo 1 - Enunciados

Ejercicio No. 1 — Quimica — ( Resolucion pagina 43 )
La ley de Boyle para los gases perfectos establece que a temperatura constante
P.V=K donde P es la presion, V el volumen y K wuna constante.

Si la presion estd dada por la expresion: P(t) =30 +2t con P en cm de Hg ,
t en seg ; y el volumen inicial es de 60 cm3, determina la razén de cambio del
volumen V con respecto al tiempo t a los 10 segundos.

Ejercicio No. 2 -Contaminacion - ( Resolucion pagina 44 )

Una mancha con forma de cilindro recto circular se ha formado al derramarse en el

mar 100 m® de petréleo.

oS

/_

espesor

Calcula con qué rapidez aumenta el radio de la mancha cuando ese radio es de 50m

: o , cm
si el espesor disminuye a razén de 10

en el instante en que R =50 m .
hora

Ejercicio No. 3 - Geometria - ( Resolucion pagina 46 )

El area de un tridngulo equilatero disminuye a razén de 4 cm2 por minuto . Calcula
la rapidez de variacion de la longitud de sus lados cuando el 4rea es de 200 cm”’.

Se supone que el tridngulo se mantiene equilatero en todo instante.

S\
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Ejercicio No. 4 — Electrotecnia -  ( Resolucion pagina 46 )

Sean dos resistencias R1 y R2 conectadas en paralelo. La resistencia equivalente R

1 1 1
cumple: E = E + E

Si R ;y R, aumentan arazén de 0.01 y 0.02 €/ seg. respectivamente, calcula la

razon de cambio de R cuando R; =30Q y R, =90Q) .

Ejercicio No. 5 - Hidraulica - ( Resolucion pagina 47 )

Una tolva con forma de cono recto circular invertido de radio de base R y altura H
esta siendo llenada con liquido con un gasto constante Q = 0.5 m® por minuto.

A medida que se produce el llenado el nivel del liquido en la tolva sube.

Si R=2m y H=3m: Q

a);, Crees que ese nivel sube con velocidad constante?

Justifica tu respuesta sin efectuar calculos.

b) Calcula ahora esa velocidad, verifica tu respuesta anterior

e indica el valor de la velocidad cuando la altura del liquido

en la tolva es de 1,5 m. ;Qué condicion crees que deberia cumplir el recipiente para
que el nivel subiera a velocidad constante? Justifica mediante calculo en el caso

que el recipiente sea un cilindro recto circular.
Ejercicio No. 6 — Quimica - ( Resolucion pagina 48 )
Un globo esférico se llena con gas con un gasto constante Q = 100 litros /minuto.

Suponiendo que la presion del gas es constante , halla la velocidad con que esta

aumentando el radio R del globo en el instante en que R=0.3 m.
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Ejercicio No. 7 — Descarga de granos - ( Resolucion pagina 49 )

La caja de un camidn transportador de granos estd siendo llenada con el grano

proveniente de un silo a razén de 0.5 m’ / min. I
El grano forma un cono circular recto cuya
altura es constantemente igual a 5/4 del radio

de la base. Calcula:

a) /A qué velocidad estd subiendo el vértice del cono cuando la altura es de 1.50 m?
b) ( Cual es el radio de la base del cono en ese momento y a qué velocidad esta

variando?

Ejercicio No. 8 — Fisica - ( Resolucion pagina 51)

Un cuerpo que pesa 0.5 toneladas es levantado verticalmente utilizando una eslinga
de acero que pasa por una polea colocada a 20 m de altura, como indica la figura.

Un extremo se une directamente al cuerpo y el otro, ( punto A), es arrastrado por un
vehiculo que se mueve hacia la derecha con velocidad v=20 km / hora y a una altura

del piso de 1.50 m. La eslinga tiene una longitud de 50 m..

20m

A\

V Y
A 1.5m

Te pedimos :

a); A qué distancia del cuerpo estard el vehiculo en el instante de iniciar la maniobra?
b) En cierto instante t el cuerpo se halla a cierta altura h respecto del piso y el
vehiculo a cierta distancia x del cuerpo. Encuentra la relacion entre x y h.

¢) ;, Cual es la velocidad del cuerpo en el instante en que su altura es de h=6 m?
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Ejercicio No. 9 - Fisica - ( Resolucion pagina 52)

Un foco de luz esta colocado a una altura de H metros sobre el nivel del suelo.

Una persona de altura h metros pasa por la vertical del foco moviéndose a velocidad
velocidad constante u m/ seg .

a) Calcula la velocidad V con que se mueve el extremo A de su sombra, en funciéon
deH,hyu.

b) ;, Cual es esa velocidad si el foco luminoso esta situado a 4m del nivel de la calle,

la persona mide 1.75 de altura y camina a una velocidad de 1 m / seg ?
¢) Supongamos ahora que una segunda persona camina acompafiando a la anterior.
Investiga si es posible que la velocidad del extremo de la sombra de esta segunda

persona sea doble de la velocidad V de la primera .

T

Ejercicio No 10 — Fisica — ( Resolucion pagina 54 )

Un automovil recorre una carretera rectilinea con movimiento uniforme cuya
velocidad tiene modulo v , mientras un reflector colocado en el punto F a distancia d
de la carretera lo ilumina constantemente, para lo cual se va girando sobre un eje.

Tomando tiempo t=0 cuando el mévil pasa por el punto O y suponiendo que en un
instante posterior t aquél ha recorrido una distancia x como se indica en la figura , te

preguntamos:

a) ;Cual es la relacion entre el angulo 0 y la distancia x ?
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O X Ar—p Vv

[

d

0
\

F
b) Recordando que la velocidad angular @ de un movimiento circular es:

_do
dt

@
1);Crees que el movimiento del reflector es circular uniforme? Busca una
justificacion sin realizar calculos.

i1) Encuentra la relacion entre ® y x , bosqueja esa relacion y verifica tu respuesta a
la pregunta anterior.

¢) Calcula w parax =0y x =50 m, siendod=100my v=72Km/h.

d) Recordando que el movimiento del vehiculo es rectilineo uniforme y por tanto
X =v.t, encuentra la expresion de w(t) .
e) Siendo la aceleracion angular del movimiento circular y=dwm /dt, calcula

esa aceleracion y para x =0y x =50m.

Ejercicio No. 11 — Demanda — ( Resolucion pagina 56 )

Una fabrica vende ¢ miles de articulos fabricados cuando su precio es de
p USS /unidad.

Se ha determinado que la relacion entre py q es:
2 2
9" -2q-/p-p*-31=0

Si el precio p del articulo es de 9 U$S y se incrementa a una tasa de 0,20 U$S por

semana , te pedimos :
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a) Calcula el numero de articulos vendidos a 9 dolares.

b) ; Con qué rapidez cambia la cantidad de unidades q , vendidas por semana cuando
el precio es de 9 USS?.

Ejercicio No. 12 — Forestacion — ( Resolucion pagina 57 )

Para estimar la cantidad de madera que produce el tronco de un arbol se supone que
el mismo tiene la forma de cono truncado como indica la figura.

- Radior

\/y Radio R

siendo: r el radio de la base superior; R el radio de la base inferior y h la altura.
Recordando que el volumen V de un tronco de cono esta dado por la expresion:

V=1/3 mh(R*Rr+’) te preguntamos:

¢Cual es la rapidez de variacion del volumen V en el momento en que: r =60cm ,
R=90cmyh=15m, siel incremento de r es de 10 cm / afio, el incremento de R

esde 15cm/afoyeldeh de 25 cm/ afio?

Ejercicio No.13 — Contaminacion — ( Resolucion pagina 58 )
Estudios realizados han permitido determinar que el nivel medio diario C de
monoxido de carbono CO; en el aire , en partes por milléon (ppm) , en una ciudad ,

estéa relacionado con la poblacion p expresada en miles de habitantes por la siguiente
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expresion : >
Cpy= L-+17

2
El aumento de poblacion en esa ciudad en t afos se estima que estd dado por la
relacion siguiente: p(t)=3,1+0,1t* en miles de habitantes.
¢, Con qué rapidez crees que estara variando la concentracion de CO, en esa ciudad
dentro de 3 afios?
Ejercicio No.14 — Variacion de volumen — ( Resolucion pagina 59 )
Un camioén descarga arena formandose un monticulo que tiene la forma de cono
recto circular. La altura h va variando manteniéndose constantemente igual al radio r

de la base.

Cuando la altura es de 1m. ella esta aumentando a razén de 25 cm / minuto.
(, Con qué rapidez estd cambiando en ese instante el volumen V de arena?
Ejercicio No.15 — Fisica — ( Resolucion pagina 60 )

Un nifio sostiene el manojo de hilo de una cometa a 1,50 m del suelo. La cometa se

desplaza horizontalmente a una altura de 81,.5m. *

Te pedimos que calcules a qué velocidad debe el nifio soltar hilo en el momento en

que la cometa estd a 100m de €1 si la velocidad de la cometa es de 20 m / min.
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Ejercicio No. 16 - Termodinamica — ( Resolucion pagina 61 )

Una bebida se saca del refrigerador a una temperatura de 10°C y se deja en una
habitacion donde la temperatura es de 25° C.

Segun la ley de enfriamiento de Newton ( calentamiento seria en este caso el término
apropiado) la temperatura T de la bebida variara en el tiempo de acuerdo a la
expresion:

T(t)=25- A.e_kt con A y k constantes.

a) Sabiendo que al cabo de 20 minutos la temperatura de la bebida es de 15°C,
calcula las constantes A y k.

b) Bosqueja el grafico dela funciéon T para t>0 y encuentra la expresion de
la rapidez instantanea de calentamiento de la bebida.

¢) Encuentra el instante en que esa rapidez es maxima y el instante en que ella es la
mitad de la maxima.

d) ;/Cual serd la temperatura de la bebida al cabo de una hora?

Ejercicio No. 17 — Electricidad - ( Resolucion pagina 64 )
La carga eléctrica Q que atraviesa la seccion de un conductor esta dada por la

expresion:

A
Q) =~ cos( < E *O o K
] i

siendo Ay o constantes:

a) Grafica Q en funcion de t en un periodo.

b) Recordando que la intensidad I de la corriente indica la rapidez con que varia la
carga Q que atraviesa la seccion del conductor , deduce de la grafica de la parte a)
los instantes en que I es maxima y minima.

¢) Verifica con el calculo tus respuestas a la parte anterior.

d) Calcula en qué instante la intensidad I en valor absoluto es la mitad del valor

maximo.
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Ejercicio No.18 — Propagacion de epidemia - ( Resolucion pagina 66 )
Un estudio realizado durante una epidemia que se propag6 entre los animales del
rodeo vacuno de nuestro pais mostré que el nimero de animales afectados, t dias

después de iniciado el brote, respondid a una expresion del tipo:

N
1+ A Kt

n(t) =

N vy A constantes, A>1,donde N era el numero total de animales del rodeo nacional.
a) Demuestra que la maxima velocidad de propagacion de la enfermedad ocurrié
cuando se infecto la mitad del rodeo.

b) Bosqueja la funcion n para t >0, y la funcion velocidad de propagacion V.
Ejercicio No.19 — Propagacion de rumor — ( Resolucion pagina 68 )

En una poblacién de P habitantes se desea estudiar la velocidad de propagacion de
un rumor.
Se adopta para ello un modelo matematico que indica que el nimero N de personas

que en un instante t han oido el rumor puede expresarse por la relacion:

N(t)=P(1 —e_K't) con: Kcte., K>0, t enhorasy Ken (1/hora )

a) Si K=0,1 , calcula el tiempo transcurrido para que el 60% de la poblacion
conozca el rumor, y la velocidad de propagacion del mismo en ese momento.
b) Grafica N (t ) para t >0 e indica en qué momento la velocidad de propagacion del
rumor es maxima.

¢) Demuestra que el modelo matematico adoptado consisti6 en suponer que la
velocidad de propagacion del rumor fue proporcional al nimero de personas que en

un instante t todavia no lo habian oido.
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Ejercicio.20 — Poblacion de bacterias — ( Resolucion pagina 70 )

La poblacion P de una colonia de bacterias con espacio y alimentos ilimitados, varia
. ., K.t
con el tiempo de acuerdo a la expresion: Pt)=C. € con C y K constantes,

ten horasy Ken 1/ hora.

a) Si en el instante inicial t = 0 la poblacion era de 1000 bacterias y al cabo de
1 hora la misma se duplico, determina los valores de C y K.
b) Bosqueja el grafico de la funcion P, halla la velocidad v de crecimiento de la
poblacion en funcion de t y determina el instante de minima velocidad.
¢) Calcula la poblacion al cabo de 2 horas y la velocidad de crecimiento en ese
instante.

d) Demuestra que el modelo matematico adoptado para el estudio del problema
consistio en suponer que la velocidad de crecimiento de la poblacion en un instante

fue proporcional al nimero de bacterias en ese instante.

Ejercicio No.21 — Variacion de la poblacion — (Resolucion pagina 71)

Un modelo matematico para estudiar la variacion de la poblacion mundial P ha

supuesto que la misma estd expresada por :

P(T)=5.¢ 0.0278 t

con P en miles de millones de personas y t en afios.

En este modelo se han considerado constantes la tasa de natalidad ( nacimientos por
afno ) y de mortalidad ( defunciones por afio ).

Tomando t=0 en el afio 1987:

a) Bosqueja P como funcion de t para t >0.

b) Calcula la tasa de variacion instantanea de la poblacion en el afio 1987.

¢) Calcula la poblacion prevista para el aiio 2005 y la tasa de variacion instantanea en
ese afo.

d) ;, En qué tiempo se duplicaria la poblacion existente en 1987 y cuando alcanzaria

los 15.000 millones?
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e) (Crees adaptado a la realidad este modelo matematico?

f) Demuestra que en este modelo la tasa instantdnea de crecimiento en un instante t
se ha supuesto proporcional a la poblacidon existente en ese instante, y que la
constante de proporcionalidad vale 0.0278.

Ejercicio No.22 —Iluminacion — ( Resolucion pagina 72 )

Un terreno circular de radio R se ilumina con un foco colocado en el punto A como
indica la figura.

Un movil recorre el segmento BC
con movimiento rectilineo uniforme

de velocidad u mientras su sombra S

proyectada sobre el muro perimetral
describe un movimiento circular de

velocidad V. (uy V , mddulos).

En un instante t cualquiera C

el movil se encuentra en un punto P,

siendo x la distancia BP y s la longitud del arco BS. Recuerda que: s =R.¢

a) Halla la relacion entre 6 y ¢ y calcula 6 en funcion de x .

b) Encuentra la expresion de V como funcion de x.

¢) Tomando t=0 cuando el moévil pasa por el punto B, bosqueja la funcion V e
indica en qué posiciones del movil la velocidad de la sombra es maxima y minima
para x variando entre 0 y 2R.

d) Calcula la velocidad de la sombra cuando el moévil pasa por el punto medio del
segmento BO, e indica cudl es el porcentaje de esa velocidad respecto de la velocidad
maxima.

Ejercicio No.23 —Electrotecnia — ( Resolucion pagina 75 )

Considera el circuito de la figura donde una tension constante de V voltios se aplica
sobre una resistencia R (QQ) cerrando instantaneamente la llave S en el instante t=0.
Se establece entonces en el circuito una corriente de intensidad I en Amp. que esté

expresada por la ley de OHM:
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Ing \%

a) Grafical(t) ; Vt>0.
b) Supongamos que ahora agregamos al circuito una bobina de autoinduccion

constante , de L. Henrios, y repetimos la operacion.

L
]
L1

R

L —

t
La corriente que circula viene expresada ahora por: I(t) = ;/ 1- e_;
t=L/R enseg, I en Amp., ten seg.
Al valor (1) se le llama “ CONSTANTE DE TIEMPO” del circuito.
¢) Bosqueja el grafico de I(t) ,vV t>0.
Deduce , comparando los bosquejos de las partes a) y b) cual ha sido el efecto de
introducir la bobina en el circuito.
d) Calcula la rapidez de variacion de I(t) en t=0 yen t=t.

e) (Como actuarias sobre las constantes del circuito para , sin variar el valor final de

la corriente, lograr que ella aumente sus valores mas rapidamente ?
EJERCICIO No. 24 — Electrotecnia — ( Resolucion pagina 78 )
Considera el circuito de la figura donde un condensador cargado de capacidad C

(Faradios) y tension inicial de V (voltios) entre sus placas, se descarga sobre una

resistencia R (Q).
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Al cerrar la llave S comienza a circular una corriente de intensidad I dada por la

expresion:

t
vV —

It)=—e 7 S

® R

(T=RC) (constante. de tiempo)

O

a) Bosqueja I (t)

b) ; Cuél es el valor maximo de [ (t) ?

¢) Calcula la rapidez de variacionde I ent=0y t=r.

d) Encuentra qué porcentaje del valor maximo de I alcanza la corriente para t=t
e) (Como actuarias sobre los elementos del circuito para , sin variar el valor inicial

de la corriente, lograr que ella disminuyera sus valores mas rapidamente?
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Ejercicio No.1

Se te pide en este ejercicio que determines la velocidad de cambio del volumen
. . . dv
respecto del tiempo en el instante t = 10 seg , o sea , el valor de la derivada G

calculada en t = 10.

Laidea sera entonces expresar el volumen V en funcion del tiempo t.

Por un lado la ley de Boyle establece que P.V =K y por otro conocemos como varia
la presion con el tiempo: P(t)=30+2.t

Basta entonces que despejemos el volumen de la ley de Boyle y luego sustituyamos

la presion por su expresion en t. Tendremos entonces:

V(t) = L
P(t)
Sustituyendo P(t) obtenemos finalmente:
K
V(t) = 1
® 30+ 2.t O
Derivemos (1) y hallemos su valor en t = 10
§_o_X v, K
dt (30+21) dt 50

El dato de que el volumen inicial es de 60 cn’ nos permite calcular la constante K.

En efecto, para t=0 debera ser V= 60.

K
Sustituyendo en (1): 60 25 = K=1800
3
d—v(l 0) = _ 3600 =144 T El signo negativo indica disminucion.
dt 2500 seg

En definitiva el gas estd disminuyendo su volumen a razén de 1.44 om’ por seg a los

10 seg. de iniciado el proceso de compresion.

Veamos otra forma de resolver el ejercicio.
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Como la presion y el volumen son funciones de t la ley de Boyle establece:
(1) p®.Vi)=K Vvt=0
Derivando ambos miembros de la igualdad (1) obtienes:

d(p.V) _dK
dt dt

Vt>0

En el primer miembro tenemos la derivada de un producto y en el segundo de una
constante, por tanto:

p WV y®_y o, &V__Vd o (g
dt dt dt  pdt

Como nos interesa el instante t=10 debemos calcular , para sustituir en la relacion
dp
(2): V(10), p(10) y E(lo)'
De p=30+2.t p(10)=50  p(0)=30
—>

dp dp
—()=2 —((10)=2
dt() dt( )

De Boyle: { p(10).V(10) =K s V(lO):;
p(0).V(0)=K = K=30.60=1800

Haciendo la sustitucion de valores en (2) encontramos la solucién que y conociamos.

3
NVoy=-144
dt seg

De esta forma se resuelve el ejercicio sin explicitar V(t).
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Ejercicio No. 2

Debes hallar en este ejercicio la velocidad con que aumenta el radio R a medida que

la mancha se expande sobre la superficie del mar, en el instante en que R = 50m.

e

<4+—>
R=50m

Aplicaciones de la Derivada — Capitulo 1 - Resoluciones

Espesor h

Podriamos pensar en hallar la expresion R(t) para derivarla posteriormente.

Sin embargo no se te indica como dato del problema la forma en que el espesor h
varia con el tiempo por lo que no lograremos encontrar R(t).

Debes encarar el ejercicio partiendo de la relacion entre R y h que nos proporciona el
volumen de la mancha que sabemos se mantiene constante.

Tendremos:
V=rnR’h V&0 (1)

Derivemos ambos miembros de la igualdad (1) respecto de (t):

- v_ (2RdR.h+R2dh) 2)
dt dt dt

. : dv
Como V es constante, es decir independiente de t , sabemos que: a =0 lo que nos

permite concluir de (2) que: 2Rd—R.h +R? dh =0
dt dt
Despejando R obtenemos: d—Rzid—h 3)
dt dt 2h dt

Como tenemos el dato de que la altura de la mancha disminuye a razén de 10 hcm
ora
sera : dh - 102 M
d hora
De la relacion (1), hzl2
R
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100 0.04
=——m

Como V =100 m3,R=50m:> h= 2
7.50 T

Sustituyendo valores en la ecuacion (3) se tiene finalmente:

R _ 507 102 g5, M
dt  2.(0.04) h

La velocidad con que aumenta el radio de la mancha cuando ese radio es de 50 m ,
m
resulta entonces cercana a los 20 e

Aplicaciones de la Derivada — Capitulo 1 - Resoluciones

Ejercicio No.3

Si llamamos L al lado del tridngulo equilatero, siendo su alturah = 23L su area A

sera:

3
(1) A:TLZ L h

con A=A(t) y L=L(t).

Se te pide la rapidez de variacion de la longitud de los lados por lo que debes calcular

ar para A =200 cm’.
dt

Derivando respecto de t la igualdad (1) obtenemos:

WA By db
dt 4 dt

. . dL . . dA
De la expresion (2) debemos despejar m y sustituir a y L por sus valores

correspondientes al instante en que A = 200 cm’

. A 2
De (1): 200 = E.LZ: L=21.5cm Yy teniendo en cuenta que dA _ -4 Cn.l
4 dt min.
— . =8 L o2 2
dt 21,53 min

Los lados estan entonces disminuyendo sus longitudes a la velocidad calculada.
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Ejercicio No.4

1 1 1 Ri.R
Como —=—+— R=_ 172

= R=-—"%=siendo R, R; y R, funciones de t.
Rl R2 Rl + R2

Derivando la tltima expresion respecto de t tendremos:
dR; dR, dR; dR,
— Ry +R|.—=|([R;{ +Ry)-R|.Ry| —+—=
dR:(dt 2+ R j( 1+R;)-Ry Z(dt dt
dt (Ry+R,)

Operando y simplificando obtienes:

Aplicaciones de la Derivada — Capitulo 1 - Resoluciones

2 dR, L R2 dR;

Ry.
dR " T g
dt Ry +R,)
R 0 R 0
Siendo: X1 Z 0,01 y Ra 002 2, R; =302 ,R, =900
dt seg dt seg
Sustituyendo valores obtienes:
-2 -2
dR _900.2.10"* +8100.10 ~ 68.75.10~ k2
dt 1202 seg

La resistencia equivalente R est4 entonces aumentando con la rapidez calculada.

Ejercicio No. 5
a) La respuesta a la pregunta es NO.

Tratemos de justificarla, para lo cual supongamos dos instantes diferentes t; y t;

TN 1
dh, hy

3 h,
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a los cuales corresponden niveles h; y h; respectivamente , como indica la figura.
Consideremos intervalos de tiempos iguales “dt” en ambos instantes.
Los volumenes que ingresardn seran iguales por ser el gasto de entrada constante , y
ocuparan los volumenes indicados.

Los troncos de cono deben ir disminuyendo sus alturas “dh” a medida que h aumenta
y consecuentemente la velocidad de la superficie ird disminuyendo a medida que h

aumenta.
. , . dh .
El céalculo de la parte b) nos confirmara que la velocidad v = m es una funcion

decreciente con h.

Aplicaciones de la Derivada — Capitulo 1 - Resoluciones

\ /

b) Consideremos que el liquido , en un instante t, ocupa el volumen sombreado.
Calculemos ese volumen, que sera el volumen ingresado al recipiente en el tiempo t.
Hemos considerado t =0 en el instante en que se comienza el llenado.

Tratemos de encontrar ahora la relacion entre r y h . Para ello podemos valernos

del teorema de Thales o del calculo trigonométrico.

p R
R r R.h
tgb=—=—- = r=-——
H h H
H 1 r
h 0
\
VA R2 3
El volumen sera entonces: V = g.—z.h siendo V y h funciones de t.
H

Derivando respecto de t la expresion anterior se obtiene:
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2 2
dv _aR" ,0dh_ ZR" 5 dh
dt 32 dt g2 dt

dv ., . ,
Como Q :Q de la expresion anterior concluimos:
2
dh QH
vV=—=———
dt  7R2h?
La velocidad resulta entonces funcion decreciente de h con lo que el célculo

confirma el razonamiento de la parte anterior.

Para los valores dados tendremos:

d 05(3?) 016 M _ e cm

dt 02152 min. min.

Aplicaciones de la Derivada — Capitulo 1 - Resoluciones

¢) El razonamiento hecho en la parte a) del ejercicio nos conduce a afirmar que el

recipiente deberia tener seccion horizontal constante. En el caso de cilindro circular

tendremos: Vzn.Rz.h con R constante.

v = ﬂ.RZ.ﬁ

Derivando respecto de (t): — H
dt dt
Finalmente: v = @ = & = Vv constante.
t ;sz —_—
<>
2R

Ejercicio No. 6

Siendo el globo esférico de radio R su volumen V sera:

4
VzgﬂR3 (1)

Ambos , V y R son funciones del tiempo durante el inflado del globo.

Como se te pide la velocidad con que varia el radio cuando su valor es de 0.3 m,
deberas hallar el valor de la derivada de R respecto del tiempo para el valor de R
indicado.

Comencemos entonces derivando la expresion (1). Tendremos:
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dV_ar g2 R_ 4 g2 dR

=1 = . 2
dt 3 dt dt @

El gasto de gas para el llenado es :

3
Q:dlzloo dﬂ
dt min

Sustituyendo valores en (2) obtenemos

R_ Q _ 100 25 dm
dt  47R? 473?> 97 min

gas

: . cm .
El radio aumenta entonces con una velocidad cercana a 9 ——en el instante en que

R =30 cm.

min
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Ejercicio No. 7

A medida que se produce la descarga del grano la relacion entre el radio de la base y
la altura se mantiene constante e igual a 4 / 5 por lo que los distintos conos son
semejantes. El vértice del mismo sube verticalmente mientras que la circunferencia
base aumenta su radio horizontalmente.

a) En esta parte se te pide que calcules la velocidad con que esta subiendo el vértice.

Llamando h a la altura del cono deberas calcular (:1}; en el instante en que h=1.5m

h
R
El volumen de grano en un instante t sera :
1 2
V= g.ﬂ.R h

Como h= j.R = R= :.h Finalmente entonces:

V(t):;?ﬂ.h3 (1) con h=h(t)

Derivando la expresion (1) respecto de t obtienes:

av._16  ,2dh )
dt 25 dt
3
Siendo av =Q=05 m— Q gasto de descarga del grano, h= 1.5 m
dt min

sustituyendo valores en (2) y despejando tendremos:
dh_ B Lga ™
dt 8225« min

Esta es la velocidad con que sube el vértice del cono de grano en el instante en que

h=1.5m.
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. 4 : . .
b) Siendo R = g.h en todo instante t , derivando esta igualdad obtenemos la

relacion entre las derivadas de R y h.
&R _4dh
dt 5 dt

Como se te pide la velocidad de variacion del radio en el mismo instante en que se te

pidio la velocidad de variacion de la altura , tendrés:

AR _4 0 aa~035 ™
dt 5 min

El valor correspondiente del radio es:

R = :.1,5 =120 m

Ejercicio No. 8

a) Posicidn inicial

Deseamos calcular la distancia AB para lo cual utilizamos el teorema de Pitdgoras

en el triangulo ABC.
I C
20m =
\ 4
B A v 1.5m
||
A
dip =dic-dic dpc =20-1.5=185m dac=50-18.5=31.5m
—> dp =315 1852 =255 m
b) Posicién en un instante t.
C
P
B —p>
h X AV
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Utilizando el teorema de Pitagoras en el triangulo A’ BC obtienes:

CP=20-h AC=50-(20-h)=30+h BC=18.5m

= X?=(30+h)*-185> (1)
¢) Las velocidades del vehiculo y del cuerpo serdn respectivamente:
X h
velocidad del vehiculo: v = Cilt Velocidad del cuerpo: V = (jlt
Derivando respecto de t la relacion (1) se obtiene:

dX dh
2.X—=2(30+h).— (2
it Ve @

En el instante pedido se cumple:

v=3Km/h h=6m X:J(30+6)2—18.52 =31m

. dh .
Despejando m en (2) y sustituyendo valores encontramos que:

dh X dX_\/(3O+6)2—18.52dX:258Km
dt  30+h dt 30+h d¢ " h

La velocidad con que esta subiendo el cuerpo cuando su altura es de 6m es entonces

de aproximadamente 2.58 Km /h = 0.7 m/ seg.

Ejercicio No.9

a)

Consideremos que en un instante t la situacion es la indicada en la figura.

Deseamos calcular la velocidad V del punto A, extremo de la sombra.

Ana Col6 Herrera 52 Héctor Patritti



Aplicaciones de la Derivada — Capitulo 1 — Resoluciones

De acuerdo a las notaciones elegidas tendremos

y= & =
dt dt

Usando la semejanza de los triangulos ABC y AFO o calculando la cotangente del

, £ ] X X-y 1
angulo BAC concluimos que —=—= (Recuerda que cotgd = — )
H h tgd
. H.y
Despejando (x): X = 1
pejando (x) o D

Derivemos la expresion (1) respecto de t :

& _ H oy

dt H-h dt
Finalmente entonces:

H
V= v (2
e (2)

Como H y h son constantes la relacion anterior indica que la velocidad de la sombra
es proporcional a la de la persona y por tanto constante , con lo que el punto A se

mueve con movimiento rectilineo uniforme.

Como H>h> 0 ——>

Y >1 ——> V>v lo queexplica porqué la

sombra va aumentando su longitud a medida que la persona se aleja del foco

luminoso.

b) Siendo H=4m h=175m v=1m/seg obtenemos, sustituyendo en (2):
V= 1.78 m/seg.

¢) Para responder a la pregunta tratemos de hallar la altura h de esta segunda
persona.

Despejando h de la expresion (2) obtenemos:

R

Aplicandola a la segunda persona sera H=4 m v=1 m/seg V=2.(1.78) m/seg
s H=2.88m

Parece obvio que la respuesta es que lo planteado no es posible.
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Ejercicio No. 10
a) Para hallar la relacion pedida basta que consideres el tridngulo FOA y apliques
definicion de tangente.

O X q—» v

X X
tof == = 0 = Arctg| — 1
80= gEdj (1)
b) i) Tomando intervalos iguales de tiempo At la distancia Ax recorrida por el
vehiculo deberd ser la misma por ser su movimiento rectilineo uniforme .

O Ax I A X AX

AB;  AB  AB;

Hemos tomado intervalos de igual longitud Ax y hemos indicado en la figura los
angulos AO correspondientes.

Parece claro que se cumplira: A > A0y > A0;....... lo cual nos inclinaria a

afirmar que ® debe ir disminuyendo a medida que aumenta x .

i) Como ® =d(i derivamos la expresion (1) respecto del tiempo.

Recordando la derivada de la funcién Arctg obtendremos:

1
o 4 dx_d dx

Fr Xz'a‘dzﬂiz'a
1+(dj
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. dx
Teniendo en cuenta que m =v obtenemos finalmente:

v.d
o(x) = )
d? +x2
: Para bosquejar la funcion o calculemos
\ .
(o) = 1 lim o(x) =0

X +o0

Es facil deducir de (2) que la funcion ® es mondtona decreciente ya que al
aumentar x aumenta el denominador manteniéndose constante el numerador.

El bosquejo grafico sera entonces como el indicado.

o(x) A

o<

La grafica nos confirma la impresion que habiamos obtenido en la parte 1).

¢) Recuerda que Im/seg =36 Km/h = v =72Km/h=20m/ seg

d=100m .
d 20 d
Tendremos entoncesen  x =0 ®(0) _VE_V_ g M
v: d 100 seg
: 20.1 _
x =50 | o(50)= 2”1 - = 2 002 ~16.102 "4
d“+x 1007 +50

seg
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d) Como x =v.t, sustituyendo en (1) obtienes:

v.d

o(t) =
42 +v2 12

3)

e) Derivando respecto de t la expresion anterior
y = do _ vl - 2v2 t
dt | (a2 vie?)?

Yoo 2v3.dit
d? +v212)?

Si: x=0= t=0 = vy=0

rad

seg2

Xx=50= t=2.5seg= y=-2.56.107

El signo de menos en la aceleracion angular indica que la velocidad angular

disminuye como puede deducirse de (3) observando que al aumentar t aumenta el

denominador manteniéndose constante el numerador..
Ejercicio No. 11

a) Como la relacion entre q y p es:

> -2.q.p-p>-31=0 (1)
si p=9U$S = q*-6.q-112 =0
Resolviendo la ecuacion obtenemos q = 14 unidades.

( La otra raiz q = - 8 no tiene significado practico ).

b) Como el precio p varia en el tiempo , q serd consecuentemente funcion del

tiempo.
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. . d
Se te pide calcular larapidez de variacion de la demanda, o sea d(tl expresada

miles de unidades

cuando el precio es de 9 U$S.
semana

La tasa de variacion del precio por semana es constante e igual a 0.20 US$S.

En consecuencia (jip =0.20 UssS

S€mana

Derivemos la relacion (1) respecto del tiempo.

dq .| dq 1 dp dp
2q.——2[ . | =2p.— =0
Tt {dtﬁﬂlz.ﬁ dt} Pt
dg [ q dp
— 2q-2.p)— =| =-2p|—
a ﬁ)dt [ﬁ p]dt

Sustituyendo valores: [(2).(14) -2./9 ](:3 = {g - (4).(9)}.0.20

miles unidades

Finalmente, despejando obtienes : dq =~ 0.206
dt semana

Habra entonces un incremento de 206 unidades demandadas .
Ejercicio No. 12

El volumen del tronco de cono al cual asimilamos la cantidad de madera que puede

extraerse del arbol , es:

V= ;ﬂ.h.(R2 + R.r+r2) (1)
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dav . : .
Deseamos calcular o siendo h, R y r funciones del tiempo t.

Derivemos entonces la relacion (1) que se cumple V t > 0.

Obtenemos:
d—v = E. ﬁ.(R2 +r.R+ r2)+ h. 2R.d—R + r.d—R + R.ﬁ + 2.r.g
dt 3] dt dt dt dt dt

Sustituyendo los valores dados: h=4 m =400 cm , R=90 cm , =60 cm ,

@:25%’ diRzlsﬁj g:10ﬁ resulta
dt afio dt afio dt afio
3
V7 12283
dt 3 afno

Ejercicio No. 13

Como la concentracion C es funcion de la poblacion p y ésta es funcion del tiempo

t, resulta ser C funcion compuesta de t.

Debes calcular la derivada de la concentracion respecto del tiempo, para lo cual

podemos previamente hallar la funciéon compuesta y luego derivar.

Tendremos entonces:

2
C(t):\/3,1+0,1.t T

2

dc _ 23.1+01.42)0.2.4

dt ( f
2
2.\/ 3,1+0,1.¢ 17

2
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Sustituyendo t por su valor 3 y operando resulta: d£(3) = 0,24 p-p-m-

dt ano

Puedes resolver este ejercicio sin necesidad de encontrar la funcion compuesta como

hicimos lineas arriba.

2

Para ello basta partir de la relacion  C(p) = % +17 (1) vy tener en cuenta

que p(t)=3.1+0.1. £ 2)

Derivando (1) y (2) respecto de t obtienes:

@€__ p dp 3) y dp_ ooy
dt p2 dt dt
2. ?+17

Para=3: p=4, @:0.6.
dt

Sustituyendo estos valores en (3) reencontramos c(lif(3) =0.24 m
afio

Ejercicio No.14
El volumen del cono de arena es: V=nr’h
Como r=h en todo instante, podemos concluir que
V=nh® Vtz0 siendo h funcion de t . r
Se te pide calcular la velocidad de variacion del volumen V, es decir el valor de

d—v cuandoh=1m.
dt

h
Derivando la expresion del volumen respecto de t : c:i\t/ = 3.7r.h2.((11t
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. h
El enunciado indica como dato que para h=1m, ((iit =25 ﬂ = 0.25&

min. min.

Sustituyendo estos valores obtienes:

3
(11\; =3m(1)2025=075. 1

min.

El volumen estd entonces aumentando a razoén de 0.75.1 metros cibicos por minuto ,

cuando la altura es de 1m.

Ejercicio No. 15

h X T
AC=100m A //' 81.5m

OA=1.50m i

A medida que la cometa se mueve horizontalmente su distancia X al nifio varia con

el tiempo , y la velocidad V a la que al nifio va soltando hilo estd dada por la

derivada (31)1:( . Como se te pide esa velocidad cuando la distancia es de 100m ,

deberas calcular (il)f (100).

Del triangulo ABC, aplicando el teorema de Pitagoras puedes escribir:

X*=h?+ y2 (1) donde X ey son funciones de t, y h es constante.
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.Derivando (1) respecto de t se obtiene:

2.X,d7X = 2.y.g
dt dt
dX _ydy
—> Tdt X dt

De (1), siendo X = 100 m, h = 81.5 — 1.5 = 80 m se concluye y=-/100% —80% = 60m

d m ) .
Como V=.d—i, =20—— sustituyendo valores obtienes finalmente:

min.

v 00 ™
100 min.

Ejercicio No. 16
a) La expresion de la temperatura en funcion del tiempo es:

T(t) =25 - Ae™

0

Para t=0 T=10 C == 10=25-A = A=15

t=20 T=15°C = 15=25-15¢7"% _ 15¢"%=10

. . : 10
Aplicando logaritmos despejas el valor de K: - 20K = LE = K =0.02

b) Para bosquejar la funcion calculamos:

002ty _ s dT _ )3 e0.02t

T(0) =10 lim (25-¢€
(0) ( "

t—p +o0
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Observa que Cgf =03.e709% & >0 Vt, por lo que la funcion es creciente en el
intervalo.
2
Calculando la derivada segunda tendremos: d—;r =-6.103e 02 <0 wt>0
dt

La funcidn tiene entonces concavidad negativa.

El bosquejo grafico sera como el indicado en la figura.

T Recta tangente en t=0
A
25
Fig. (1)
10_]
>
0 t

¢) La rapidez de variacion de la temperatura esta dada por la funcion:

dT _ 3. c-00x (1)
dt

Esta funcion es claramente mondtona decreciente en [ 0,700), conclusion a la que
puedes llegar analizando directamente la expresion anterior, derivandola y
estudiando el signo de esta derivada o razonando sobre el bosquejo de la funcion T

que tienes en la figura (1).

Si analizas la expresion (1) puedes observar que la exponencial tiene exponente
negativo siendo por tanto factor decreciente del producto. El otro factor es la

constante 0.3 y por consiguiente el producto decrece al aumentar t.
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2

. . . d T 3
Puedes también derivar la funcién y obtendras : — = -6.103e7 %02 <0 wt>0
dt

., dT . .
Por tanto concluyes que la funcion — es monotona decreciente.
t

Finalmente llegas a la misma conclusion si razonas sobre la figura (1).
., dT : .
El wvalor de la funcion dt en un instante t estd dado por la pendiente de la

recta tangente a la curva en el punto correspondiente.
A medida que aumenta t esas tangentes se van “acostando” es decir disminuyendo su

pendiente monotonamente.

La recta de pendiente maxima es entonces la tangente a la curva en el punto (0,10)

que hemos representado en la figura (1).

La maxima rapidez de calentamiento de la bebida ocurre entonces en t= 0y su valor

[0)
es ar (0)=0.3 —C
dt min.

Busquemos ahora el instante ty en que la rapidez de calentamiento es la mitad de la

(o)

maxima,osea 0.15——.
min.

~0.02tg

T _
Tendremos entonces: (cllt(tO) =03.c =015 = 2% 05

-L0.5

Tomando logaritmos: —0.02ty=L(0.5) = ty = =~ 35min.

d) Al cabo de 1 hora tendremos: t= 60 min

T(60) =25 —15.¢~(0:02)-60~ 550¢

La bebida demora entonces aproximadamente 1 hora para aumentar su temperatura

de 10 a 20 grados centigrados.
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Ejercicio No. 17
-A
Q1) = —.cos(a).t)
@
a) Se trata de una simple funcién sinusoidal que bosquejaremos en un periodo T.

Recuerda que el periodo de la funcion cos (ot) en el tiempoes p = £ .
@

Estudiaremos la funcién en un periodo T . Elegimos [O. 22].
V4

. T
La funcion se anula para: w.t= 5 = t=—

RY/4 RY/4
— D> t=

.t = =—
2 2.0
Los valores maximos y minimos se producen para :

A
[ wt=0 = t=0 = QO)=-" Minimo
w

A
{ at=r = t=" = Q%H=" Maximo
w w w

. ot=2r = t:2£ = Q(2—7[):-é Minimo
@ @ 10

La grafica de la funcion Q se indica en la fig. (1).

P

Al
(4]
1
(0]
>
0 o — t
A _|
[0)

dQ

b) La intensidad I de la corriente se define como: I(t):E y es el indice

matematico que indica la rapidez de variacion de la carga Q que atraviesa la seccion

del conductor.
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Estudiando las pendientes de las rectas tangentes al grafico de la fig.(1) deducimos:

V4 2 .
En t=0, t=— , t=— pendiente nula
10} 10}

2r . . .
En [ 0, — ] pendiente positiva creciente.
@

2 V4 . .\ .
En [ — , — ] pendiente positiva decreciente.
@ 0]
Via RY/4 . . .
En [ — , — ] pendiente negativa decreciente.
@ 20
RY/2 2r . . .
En [ — , — ] pendiente negativa creciente.
20 w
Concluimos que la pendiente maxima ocurre para t= 5 la pendiente minima
0]
para t= 3z
20
d
¢) Calculemos 1 de
t

I(t) = —é.[— a).sen(a).t)] = A.sen(w.t)
1)

El grafico de la funcion I es obviamente el indicado en fig.(2).

1(t)
A
A+

| 7
o) \_/ t Fig.(2)
w

A

Ihax =A para t= . Imin=-A para t= 3—”
20 20

Con lo que verificamos la parte anterior.

A
d) Como I ,x = A debemos hallar (ty) para que | I(to) | = B}

1
[ 1(to) | =] A.sen(otg) ‘ = |Asen ((oto)|= 1; = sen (otg)=+ B
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De la ultima igualdad concluimos que .ty = Arcsen (+ %2)

oto=" oto=
L0 6 y -0 6
L .
0 6 y 0 6
) 4 hY/4 117 T
Finalmente: to=— to= — to= —— tg= —
6w 6w 6w 6w

Ejercicio No. 18
Siendo: n numero de vacunos infectados, N numero total de vacunos del rodeo
nacional , A y K constantes , A>1, k>0 se cumple:

N

n(t)y=———— (1)
1+ Ae K1
) ., dn
a) La velocidad v de propagacion de la enfermedad es: v = i
NaK e Kt
Derivando: v(t) = 2)
—K.t |2
( I+Ae ™ )
Debemos probar ahora que esta funcién v tiene un maximo en el intervalo [0,00].
AK .
Calculemos: v(0) = LZ >0 limv (t)=0
(1+4)
t g+
dv  d’n —Ke Kt (1 +Ae Kt )2 —e Kt {2 (l + Ae K X— AKe Kt )]
—~=—_ =NAK. Z
dr e (1+ At
dv  NAKZe K| (14 Ae®t) 247K
Operando: — = , 3 :
dt (14AcK)
2 2 Kt -K.t
e l-1+.Ae
Finalmente: dv_d ;:NAK © | I+ ; | 3)
dt e (1+ack)

Anulando la expresion (3)

31::0 => _+Ae =0 = _Kt=L(1/A)=-L(A)
L(A)
tzi
= K
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L(A)

Hemos encontrado un punto critico en t= K .Debemos clasificarlo para lo cual

estudiamos el signo de la funcion derivada.
Analizando la expresion (3) puedes deducir que:
0
Sig. (clill = Sig. -1+A.e Kt —_— 4

0 M L(A)/K\A fig. (1)

El punto critico es entonces un maximo.

) ) ) L(A
Busquemos el numero de animales afectados en ese instante, es decir n ( I(( ) ).
n( L(A) )= N 3 N 3 N N
- LA -LA Y
K K22 1+ Ae 1+ A.(l) 2
1+Ae K A

Hemos encontrado entonces que el momento de méxima velocidad de propagacion

de la enfermedad es aquél en que se infecta la mitad del rodeo.

b) Para bosquejar n (t) calculemos: n(0) :lNA limn(t) =N
_l_

t 9 +o0

-Kt
: . NAK
La derivada de la funcion es: dn = C

dt ( 1+ Ac K )2

Su simple observacion te permite concluir que es positiva para todo valor de t, por lo

que la funcién n serd creciente.

. . .. d .
La derivada segunda de la funcion n es como ya hemos Vlstod—‘t/ cuyo signo lo da la
fig.(1). El punto critico hallado en la parte anterior es entonces punto de inflexion de

. . . : .. . LA
la funcién n, siendo la concavidad de la funcién positiva en el intervalo [ 0, L@

L(A)
K

y negativa V t > . La fig. (2) muestra el gréafico de la funcion n.

¢) En las partes a) y b) del ejercicio tenemos todos los elementos necesarios para
graficar la funcién v en el intervalo [0,+o0]. En efecto disponemos del valor en
t=0, del limite para t tendiendo a +o0 , y de las expresiones de la derivada primera y

segunda asi como de su estudio de signos.
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La fig. (3) muestra el grafico de la funcién v.

n(t) v(th
A
N
Vmax |
N
1+A |
0 ' >t 0
L (A) L(A)
K K
fig. (2) fig. (3)
Ejercicio No.19

NO=P(1-€"") (1)
a) Deseamos saber cuanto tiempo transcurrird para que el 60% de la poblacion
conozca el rumor, es decir cual es el valor de t para que N =0.6 P.

Sustituyendo en (1) y teniendo en cuenta que K= 0.1, despejando t obtienes:

_—L(04)
0.1

-0.1.t 0.1..t

0.6P=P(1-€¢""y — e""'=04 —

Finalmente : t=9.16 afios

La velocidad de propagacion del rumor es N .

dt
. dN -Kit dN -0.1.(9,16) hab
Derivando (1) : —=P.K. € —> —(9.16)=0.1P. € 7 =0.04.P
) dt dt ( ) afio
b) Para graficar N(t) en el intervalo [0,+o0] calculamos:
N - N
N(0)=0 lim N(t) = P N _pg ekt sg. N +
dt d =
o 7
2
La derivada segunda es: d—lj =-0.01.pe
dt
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La sola inspeccion de su expresion te permite afirmar que la derivada segunda es
negativa para todo valor de t , por lo que la funcion tendra concavidad negativa.
La figura (1) muestra el andamiento de la funcién.

N(t)
A

De la grafica puedes deducir que la maxima pendiente de las tangentes a la curva

corresponde a la tangente en t= 0.

o i . ., dN
Esto puedes justificarlo matematicamente teniendo en cuenta que la funcion es —

es monotona decreciente en el intervalo [0,+] por ser negativa en él.

En consecuencia: ((gj )max= (illj (0)=0.1.P @

¢) Sabemos que (gj -pK. e~ (2)

El niimero de habitantes que al cabo de un tiempo t ha oido el rumor es N(t), por lo
que el numero de los que no lo ha oido es P — N.

Sustituyendo N por su expresion (1) tenemos:

P-N=P-P(1—e "')=p ™

Sustituyendo en la expresion (2) :
dN
—=K.(P-N
a ( )
lo que nos indica que la velocidad de propagacion del rumor es proporcional al

nimero de personas que en el instante considerado no ha oido el rumor , siendo K

la constante de proporcionalidad .
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Ejercicio No.20
La poblacion de bacterias varia con el tiempo segln la expresion:
P(t) —c.e®! C y K constantes, t en horas, K en 1 / hora.
a) Como para : t=0,P=1000 = C=100
t=1,P=2000 = 2000= 1000 e“ = K=L2

b) Sustituyendo los valores hallados:

P(t) =1000.¢ -2
Para bosquejar la funcion calculamos:

P0)=1000  lim P(t) = +oo

t—p 400
dp (L2).t . :
m =1000.L2.e >0 V't >0 = P(t) mondtona creciente.
d’p (L2).t . . ..
—5 = 1000.(L2)2.e >0 Vt>0 = P(t)tiene concavidad positiva.
dt

El graficode P es como el indicado enla figura. Repara que se trata de una

simple funcion exponencial.

P(t)
A
1000
>
0 t

De la inspeccion del grafico o de la expresion de la derivada primera puedes concluir
que la minima velocidad de crecimiento de la colonia ocurre en t = 0 y vale:

Vimin. = 1000. L2 = 690 M

hora

bact.

¢) Para t =2, P(2) =4000 bacterias ((1;)(2) = 2760
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P
d) Como P(t) —c.e™! y (th = CK.e®t  concluimos que
dp
— =K.P(t
” ()

Es decir que la velocidad de crecimiento de la colonia de bacterias es proporcional a

la cantidad de ellas en cada instante, siendo K la constante de proporcionalidad.

Ejercicio No. 21

0.0278.t

(1) P(t)y=5.¢ P en miles de millones , t en afios.

a) Se trata de una simple funcion exponencial para la cual:

P(0)=5 lim P(t) =+ o
t—» +w©

(2) ‘;I: =5.(0.0278).e% 02781 = 0.139.e09278 50 vi>0

2

dif =0.00361.e%9278t S0 wvt>0
dt

El bosquejo grafico es como el indicado en la figura.

P(t) miles de millones

A

>

0 t afios

b) Tomando t=0 en el afo 1987, la tasa de variacion instantanea de poblacion fue:
miles de millones _ millones

d3(0)=0.139 . 139 ——
t ano ano

¢) El afo 2005 corresponde at =18 ; por lo que tendremos

P(18) =5.e™9278U8) =8 247 miles de millones =8247 millones.
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La tasa instantanea de variacion de la poblacion sera:

d7P(18) ~ 0.139.60'0278'(18) ~ 299 M
a ano

d) Poblacion en 1987: P(0) = 5000 millones . La poblacion se duplicara, es decir,
serd de 10.000 millones en un tiempo tg tal que:

L2
0.0278

Despejando:  tg= =~ 25 afos

La duplicacion ocurriria entonces en el ano 2012.
La poblacion alcanzaria los 15.000 millones en un tiempo t tal que:

L3
~0.0278

t =~39.5 afos que corresponde al afio 2027 aproximadamente.

e) A finales del afio 2002 la poblacion mundial fue del orden de 6000 millones.

De acuerdo a este modelo, como el 2002 corresponde a t = 16 lo que daria para la
poblacion un valor de P(16)= 7800 millones.

Estos valores permiten afirmar que el modelo no es suficientemente ajustado a la
realidad debiéndose corregir mediante la introduccion de parametros que tengan en
cuenta factores que no fueron ponderados en él.

f) De las expresiones (1) y (2) del comienzo del ejercicio deduces facilmente que

P 0.0278.p(t)
dt

La velocidad de crecimiento fue tomada entonces como proporcional a la poblacion

P en este modelo, siendo 0.0278 la constante de proporcionalidad.

Ejercicio No. 22

a) Refiriéndonos a la fig.(1) tenemos que en el triangulo BOD se cumple:
T N
=—-SOD
4 2
(el angulo SOD es externo al tridngulo AOS y vale por tanto 20 )

= (0:%—6’
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El problema presenta simetria respecto del didmetro AA” por lo que nos limitaremos

a efectuar el estudio para 0 <x<R.

_ R -
En el triangulo AOP : tg 0 ZO— = = 0= Arctg[ ij (1)

b) Como: s=R.p y V 23: tendremos:

s=R( %—29) ) con s=s(t) y 0=0(t).
Derivando la expresion (2) respecto de t obtienes:
ds __ 2R a0 3)
dt dt

Para hallar la expresion de ((1: derivamos la igualdad (1) respecto de t recordando la

derivada de la funcidon Arctg y teniendo en cuenta que x es funcion de t.

1

do R dx

dt R —x 2 gt
1+( j
R

: . dx .
Sustituyendo en (3) y teniendo en cuenta que m =v se obtiene :

—.V
ds R, R . 2.v .
dt R-—x R-—-x
1+ 1+
R R
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Operando , finalmente : V(x) = 22sz2
R”+(R-x)
¢) Bosquejemos V(x)en [0, 2R]
V() =v V(2R)=v
» 2R-X)(-1) _ 4vRI(R-x

| ] )
[R2 +(R—x)2]2 [R2 +(R—X)2]2

Derivando: d—V =2v.R

0
. dv
S1g.& —— - 4+ —
0 /" R 2R
Max.\

El maximo relativo tiene como ordenada: V(R) =2 v  por lo que resulta ser el
maximo absoluto en el intervalo.
La gréfica de la funcion tendré el andamiento indicado en la figura.
V(xk
2v

La velocidad de la sombra es entonces maxima cuando el movil pasa por el punto O

y minima en los puntos By C.

d) En el punto medio de BOes x= 1; — V(?j = iv
R
V(E)
Como Vyax=2v =—> —=-100=0.8.(100) = 80%
max
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En consecuencia la sombra S alcanza el 80% de la velocidad maxima cuando el

movil pasa por el punto medio del segmento OB.

Ejercicio No.23
: : : , \4
a) La intensidad de corriente estd dada por  I(t) = R

Como V y R son constantes , entonces I(t) =K con K cte. La grafica de la funcién I

es la indicada en la fig. (1). I(t)
A
S
/
v
\Y R —
[ v
>
0 fig.(1) t

t
b) La intensidad de corriente estd dada ahora por:  I(t) = K l-e 7

: L . o
siendo T :E la constante de tiempo del circuito.

7
[
4 S
IR
v
[H -
. 4
Para bosquejar I calculamos:
\Y%
[(0)=0 lim I(t) = —
(0) ) R
t ¥ +0
dl v|1 = \Y% -
Derivando —=—| —.e =—e? <0 Vt>0 (1)
dt R|2 L
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by . : ] . A%
La funcion I es entonces monotona creciente con asintota horizontal y = R
t
. 1 v —
La derivada segundaes: — =——e 7 <0 Vt>0
dt? Lz

La funcidn tiene entonces concavidad negativa y su bosquejo grafico es el indicado

en la figura (2). I(th

v
R

¢) En el caso a) al cerrar la llave S la corriente I alcanza instantaneamente el valor

final X .
R

. ) g v
En el caso b) la corriente I tiende asintdticamente al valor final R

El efecto de la bobina L ha sido enlentecer el aumento de la corriente I desde el valor

cero al valor final.
. L , . dl
d) La rapidez de variacion de I esta dado por su derivada — por lo que en:

dI \Y% dI V 4 1V
t=0, —(0)=— i)t=t, —(r)=—e'=-—
) a1 ) P e’ L

p- , ocurre en t =0
seg

La maxima rapidez de variacion de la corriente, medida en

como puedes deducir del bosquejo de I de la fig.(2), o también del hecho de que la

2 v
. . . I I
derivada primera de la funcion d , Oosea, a1 = —l.e T <0 Vt=0 nos
dt dt? Lt

indica que la funciéon es monoétona decreciente y su valor maximo se produce

entonces en el extremo izquierdo del intervalo.
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e) Para t=1 tenemos:

I(t) = ;/ (1-¢ ! )=0.63 \R/ . Como el valor final al cual tiende la corriente es \R/ ,

> I(t) = 0.63 Ifina1 = 63 % Ifinal
La constante de tiempo del circuito es entonces: “el tiempo que demora la
corriente para que su intensidad I alcance el 63% de su valor final”
Como se te pide que el valor final no cambie no podras variar el valor de R , por lo
que tendras que actuar sobre la bobina .
La expresion de la intensidad de corriente era:
t

1(t) = K. I—e 7| (1)

Analicemos , en un instante cualquiera t , como varia la intensidad I al variar la cte.
de tiempo T .

Consideremos dos valores de t , 1y y T2 con 1 <1y ysean I} e I las
respectivas intensidades .

Se cumplira que:

t t t t

t t t t
> - <-— e l<ce2 l-e 1>1-e 2 = >
) )

En conclusion: “a menor constante de tiempo , mayor intensidad de corriente” lo que

implica mayor velocidad de crecimiento.

Como t= i debes entonces disminuir la autoinduccion L de la bobina.

Podrias llegar a la misma conclusion considerando la funcion I(t) y mostrar que es
una funcién monotona decreciente.

Derivando la expresion (1) tomando V, R,y t como constantes tendras:

t

dI V(it)
—=——|—le ? <0 Vt=0
dr R. 72

Efectivamente entonces la funcion intensidad es mondtona decreciente respecto

det.
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Ejercicio No. 24)

t
a) I(t):;/.e T

1 =R.C (cte. de tiempo)

Calculamos: 1(0) Z\R/ lim I(t)=0
t P40
Derivando: ﬁ = —l.e_; <0 Vt=0
dt Rz

La funcidn es entonces mondtona decreciente.

2
I
Su derivada segunda sera: d—z = V2
dt R.z

e T >0 Vt=0

La funcién tiene entonces concavidad positiva para todo t. La fig. (1) indica el

andamiento de la funcion.

1(t)
A

V 4

R

Fig (1)

. . \% .
b) El valor maximo de la intensidad I es: I, "R y corresponde al instante

inicial t=0.

. . . . |
¢) La rapidez de variacion de la intensidad estd dada por : :11‘[ =——we 7
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En t=0: g(0) __ v Amp
dt R.z scg
En t=1: g(z') = —l.e'1 Amp
dt R.z scg
d) Para t=1: I(r)= K.e‘l ~0.37 . Ipax
— 1(7)=37% Iyax
AL
V/R
Fig. (2)
I(7)
>
0 T t

La constante de tiempo en este circuito indica el tiempo que demora la corriente en

disminuir hasta el 37% de su valor inicial.

e) Como se te indica que el valor inicial del voltaje V del condensador no cambia y

se exige que la intensidad inicial V/R sea la misma , no podras modificar el valor de

la resistencia R.

La tnica posibilidad de variar la cte. de tiempo 1t = R.C es variar entonces la

capacidad C.

Para que la intensidad I disminuya mas rapidamente debes disminuir la cte. de

tiempo para lo cual debes disminuir la capacidad C.

Las curvas (1)y (2)de la fig. (3 ) te muestran lo afirmado anteriormente.

I(t) fig.(3)
A
1(0)
(1) capacidad Cy < capacidad Cy
0 T1 T2 >'[
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INTRODUCCION

En este capitulo te proponemos ejercicios sobre una aplicacion muy
importante y comun del concepto de derivada en distintas disciplinas , la
optimizacion de funciones.

A una empresa de transporte seguramente le interesa que el costo por kilometro de
sus viajes sea el menor posible , a un fabricante de determinado articulo le interesara
que el costo de fabricacion por unidad sea el mas bajo posible , en Electrotecnia ,
por ejemplo , interesara como disefiar determinado dispositivo para que su consumo
de energia sea minimo , a una empresa de construccion como dimensionar un silo
para grano para que el costo de la construccion sea el mas bajo posible , un vendedor
se interesa en cudal debe ser el precio de venta de su producto para obtener el mayor
beneficio posible.

En fin , son innumerables los problemas de estos tipos que se dan en la realidad.

Estos problemas llamados de optimizacion , desde el punto de vista
matematico se reducen a problemas de determinacion de maximos y minimos
absolutos de funciones de una variable real en determinados intervalos , problemas
cuya resolucion conoces del curso teorico.

Para resolver estos ejercicios deberas entonces extremar una funcion.

Tu primer paso sera entonces individualizar con claridad cual es la funcion a la que
debes hallarle el maximo y / o minimo absoluto.

En ocasiones el enunciado del ejercicio te proporciona la expresion analitica de esa
funcion.

En otros , en cambio , ti deberds conseguir esa expresion analitica utilizando los
datos dados en el enunciado .

Es comun que al principio elijas méas de una variable en el problema.

Si ello ocurre no debes perder de vista que se trata de problemas de funciones de
una variable , por lo que existiran relaciones entre esas variables que has elegido que
te permitiran finalmente reducir el problema a una tinica variable.

Una vez que has logrado la expresion analitica de la funcién buscada deberas

establecer el intervalo de variacion de la variable elegida.
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Llegado este momento estaras en condiciones de aplicar tus conocimientos
matematicos para resolver el problema de maximo y / o minimo que tienes
planteado.

Ten presente que todas las funciones con las que trabajaras en los ejercicios son
funciones_continuas en los intervalos de estudio que determinaras.
Recordemos algunos de estos conocimientos.

Definicion de extremos absolutos.

1) f(xg) es maximo absoluto de f < f(xp) > f(x) V x € D(f)

2) f(xp) es minimo absoluto de f < f(x¢) <f(x) V x € D(f)

Definicion de punto critico.

df
- :0
™ (x0)

X es punto critico de la funcion f si ¢

df
——(x9) 3
L dx
Un punto critico de una funcion es entonces un punto del dominio donde siendo

continua la funcion , su derivada en nula o no existe (punto singular).

Las figuras siguientes indican posibles andamientos de la funcidon en un punto critico.

f(x) f(x) f(x)
A A A
0 X0 § 0 X0 5( 0 X0 >X
max.relativo min. relativo Pto. Inflex. tg. horiz.

RO Ricy e
' > ' > ' >
0 X0 X 0 X0 X 0 X0 X

max. relativo min. relativo Pto. Singular
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En consecuencia si :

df - . . .
a) d—(xo) =0 el punto Xy puede ser maximo relativo , minimo relativo o punto
X

de inflexion de tangente horizontal ( recuerda que derivada nula implica tangente

horizontal) .

df . . . .
b) d—(xo) A el punto x¢ puede ser méximo relativo , minimo relativo o no ser
X

extremo relativo .
Para decidir cual es la situacion que se presenta se hace necesario clasificar el punto
critico.

Criterios de clasificacién de un punto critico.

1) puedes valerte de la definicion de extremo relativo y estudiar el signo de la

diferencia f(x)—f(xy) en un entorno de X .
Signo f(x) — f(xq)
X0 X0 X0 X0
Minimo Maximo Pto.Inflexion Pto. Inflexion

2) Criterio de la derivada Ira.

Puedes estudiar el signo de la derivada en un entorno de X .

) df
Signo —
8 dx

R e e

Miaximo Minimo Func. Creciente Func. Decrec.

3) Criterio de la derivada 2da.
Si la derivada 2da. de la funcién en el punto xq existe y es distinta de cero puedes

valerte de su valor para la clasificacion.

Positivo ==> Minimo relativo

d%f
—(xp)
dx2

Negativo =——=> Maximo relativo
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Miximos y minimos absolutos en un intervalo cerrado.

En este punto es importante que recuerdes el teorema de Weierstrass:
Teorema

b

“ Una funcion continua en un intervalo cerrado tiene Maximo y Minimo absolutos’

Para encontrar los extremos en un intervalo [ a, b | bastard que:

Iro) Encuentres los puntos criticos pertenecientes al intervalo (a ,b).

2do) Calcules los valores funcionales en cada uno de ellos.

3ro) Calcules los valores funcionales en los extremos del intervalo , f(a) y f(b) .
4to) Compara todos esos valores funcionales . El mayor de ellos sera el maximo
absoluto y el menor , el minimo absoluto.

No es necesario en este caso que clasifiques los puntos criticos del intervalo.

Intervalos no cerrados .

En caso de que el intervalo no sea cerrado deberas clasificar los puntos criticos y
auxiliarte con alguna informacién adicional para encontrar los extremos absolutos,
como ser la variacion de la funcién en todo el intervalo de estudio utilizando el signo
de la derivada lra. , limites en extremos abiertos o valores funcionales en extremos
cerrados.

En los ejercicios encontrards muy comunmente un unico punto critico en el
intervalo de estudio. Si lo clasificas como maximo relativo , dada la continuidad de
la funcidn, podras asegurar sin mas que es el maximo absoluto de la funcioén. Idem en
el caso de minimo.

La clasificacion puedes hacerla tanto usando el criterio de la derivada 1ra. como el
criterio de la derivada 2da. visto antes.

En la resolucion de los ejercicios veras que hemos utilizado en ocasiones uno
de los criterio , en otras otros , y muchas veces hemos efectuado los calculos
minimos para poder bosquejar el grafico de la funcidén en estudio como forma de

afirmar tus conocimientos en la representacion grafica de funciones.
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OPTIMIZACION

ENUNCIADOS
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Ejercicio No.1 - Calculo — (Resol. Pag. 127)

a) De todas las parejas de nlimeros reales cuyas componentes tienen suma S dada

encontrar aquella para la cual el producto P de las mismas es maximo.

b) Aplica lo anterior al caso S= 40

Ejercicio No.2 — Calculo — (Resol. Pag. 128)

a) De todas las parejas de numeros reales cuyas componentes positivas tienen
producto dado, encontrar aquella para la cual la suma de esas componentes es

minima.
b) Aplica lo anterior al caso P =100

Ejercicio No.3 - Calculo - (Resol. Pag.129)

Demostrar que de todos los rectangulos de perimetro p dado, el de maxima area es

el cuadrado.
Ejercicio No.4 - Geometria - (Resol.Pag.129)

Mediante dobleces hechos en un alambre rectilineo de longitud dada L se desea

limitar un area rectangular A. Los extremos del alambre se soldaran.

Extremos soldados
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a) Indica en un esquema posibles posiciones de los puntos donde deberan efectuarse
los dobleces.

(Cuantos rectangulos diferentes puedes construir? ; Crees que todos tienen igual
area?

b) Encuentra una expresion para el area A en funcién de uno de los lados del
rectangulo y bosqueja la funcion A.

¢);, Cuadl es el rectangulo de area maxima y cuanto vale su area.?

Ejercicio No.5 - Calculo - (Resol. Pag. 130)

Se desean construir cajas de carton sin tapa partiendo de cuadrados de lado 40 cm. a
los que se les recortan las esquinas como indica la figura , y doblando a lo largo de

las lineas punteadas.

X X

40cm r ﬁ

X

|—> 40cm 4—|

a) ; Es necesario que los recortes en las esquinas sean cuadrados?
b) Determina la longitud x de los recortes para que el volumen de la caja sea

maximo , asi como también el valor de ese volumen maximo.
Ejercicio No0.6 - Calculo — (Resol. Pag. 132)

Una empresa tiene capacidad de producir como maximo 15.000 unidades al mes de
cierto producto.

El costo total de produccion Ct en miles de dolares por mes responde a la expresion

] 11
Ct(q)=§q3—5q2+24q+31

donde q es el numero de unidades producidas en miles de unidades por mes.
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Determina la produccion mensual de la empresa que minimiza el costo total de

produccion y calcula ese costo.

Ejercicio No. 7 - Costo de construccion — (Resol. Pag. 132)
El costo total C de construccion de un edificio de n pisos esta expresado por:

C (n)=2n”+300n+ 320

a) Expresa el costo medio por piso Cm en funcion de n.

b) Calcula el nimero de pisos a construir para que el costo medio por piso sea
minimo.

La respuesta debera ser un nimero entero.
¢) Si C esta expresado en miles de dolares, calcula el costo total del edificio.
Ejercicio No. 8 — Quimica — (Resol. Pag. 133)

La masa m de agua que a 0°C ocupa un volumen de 1 litro, ocupard a T °C un

volumen V en litros dado por la expresion:
PR 3.3 12 5
V(T)=10"(-6.8.10" T +85.10 T -64.T+10") O0<T<I10

Recordando que la densidad p de una sustancia homogénea es :
_m
P \Y

a) Encuentra la temperatura T para la cual la densidad p del agua es maxima .

b) Bosqueja V(t)para0 < T < 10.
Ejercicio No.9 - Nivel de demanda — (Resol. Pag. 134)

La relacion entre el precio de venta por unidad p de un articulo y la cantidad de
unidades vendidas q (demanda) se conoce como “funciéon de demanda” del

articulo considerado.

Para un comercio que vende determinado articulo su funcion de demanda es:
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p(q)=8.25. ¢ *0%1 p en miles de U$S q unidades por mes

El ingreso total I del comercio en miles de U$S / mes sera entonces: I=p.q

a) Bosqueja la funcién de demanda p(q).

b) Encuentra el nivel de demanda que maximiza el ingreso total del comercio y

calcula ese Ingreso mensual.

Ejercicio No. 10 -Nivel de demanda — (Resol. Pag. 136)
Una empresa distribuidora de café tiene una funcién de demanda dada por:
p=-03q*-0.6 q+3000

p precio _USS q cantidad demandada en Toneladas
Tonelada

a) Representa graficamente la funcion demanda.

b) Siendo el ingreso total I de la empresa el producto de la cantidad demandada por
el preciode venta, [ =q.p:

1) Halla el nivel de demanda que hace maximo el ingreso total.

i) Calcula ese ingreso maximo.

1i1) Indica el precio de venta correspondiente de la tonelada de café.

Ejercicio No.11 - Aserrado de Viga — (Resol. Pag. 138)

La resistencia de una viga de seccion rectangular es proporcional al producto de su

ancho a por el cuadrado de su altura h .

N
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a) Calcula las dimensiones de la viga de maxima resistencia que puede aserrarse de

un tronco de madera de forma cilindrica de diametro ® dado.

b) Aplicalo al caso @ = 15" (pulgadas).
¢) Si el tronco tiene largo L expresa en porcentaje del volumen total de madera el

volumen de la viga.

Ejercicio No. 12 -Aserrado de viga — (Resol. Pag. 139)

La rigidez de una viga de seccion rectangular es proporcional al producto de su
ancho a por el cubo de su altura h .

a) Halla las dimensiones de la seccion de la viga de maxima rigidez que puede

cortarse de un tronco cilindrico de diametro @ dado.
b) Aplicalo al caso @ =15 (pulgadas)

¢) Si el tronco tiene longitud L indica el % del volumen total usado en la viga.
Ejercicio No. 13 — Costo de fabricacion — (Resol. Pag. 141)

Se desea construir un tanque en forma de paralelepipedo rectangular de 10 m’ de

volumen , con la parte superior abierta seglin indica la figura.

El largo del rectangulo base debe ser doble del ancho .
El material de la base tiene un costo de 100 $ / m’ y el de las paredes de 80 $ / m.

Determina las dimensiones del recipiente para que el costo de los materiales sea

minimo, asi como el correspondiente precio del tanque.
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Ejercicio No. 14 -Costo de construccion de silo — (Resol. Pag. 143)
Se desea construir un silo de forma cilindrica rematado por un béveda semiesférica.
El costo de construcciéon por m 2 es doble en la boveda que en la parte cilindrica.

Encuentra las dimensiones h'y ¢ del silo de volumen V dado, de forma que el

costo de construccion sea minimo.

4N

i

4 h
I EI
D

-4 L

Ty

Ejercicio No.15 -Costo de alambrado - (Resol. Pag.144)

Sobre la ribera de un rio cuya orilla se supone rectilinea se desea alambrar una
superficie rectangular de 10 hectareas. = Admitiendo que el costo de alambrado es
proporcional a la longitud a alambrar , dimensionar el rectangulo para que el costo de
alambramiento sea minimo .

Se supondré que no se alambra sobre la ribera.
Recuerda que lhectarea = 10.000 m”.

Si el alambrado se construye con 5 hilos y el rollo de 1.000 m vale 35 U$S calcula

ademas el costo del alambre necesario.

Detalle del alambrado

K

Superficie a alambrar alambrado

I ]
]
[ ]
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Ejercicio No.16 -Superficie de siembra — (Resol. Pag. 145)

Un productor dispone de 600 hectareas aptas para sembrar.
Sabe que la ganancia total G en $ que obtendra de su produccion dependera del

numero de hectareas sembradas x , de acuerdo a la expresion:

G(x) =2000x — 5x°

a) Calcula cuéntas hectareas deberia sembrar para obtener maxima ganancia.

b) (En cuanto disminuiria su ganancia si sembrara las 600 hectareas disponibles?

Area a sembrar

Ejercicio No.17 - Potencial eléctrico — (Resol. Pag. 146)

El potencial V en voltios en un punto que estd a una distancia r de una carga

puntual de Q Culombios estd expresada por:

K.Q

r

siendo K una constante , r en metros .
Sean Q; y Q; dos cargas puntuales positivas que distan entre si una distancia d.

d
< >

Qi e e Q2

a) Expresa el potencial V en un punto interior al segmento AB en funcion de la
distancia del punto a la carga Q. ( El potencial es la suma del producido por cada
carga). Considera Q,=5Q

b) Demuestra que existe un punto P del segmento AB donde el potencial V es

minimo.
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¢) Calcula ese potencial si Ql=5.10'10 Cul. Q=5Q; , d=5cm

K=9.10’ Volt.m / Cul®

Ejercicio No.18 -Iluminacion — (Resol. Pag. 147)

La intensidad de iluminacién E en lux que produce un foco luminoso puntual en
cualquier punto es directamente proporcional a la intensidad del foco I en candelas
e inversamente proporcional al cuadrado de su distancia d al foco expresada en

metros.
_ K.I

E—dT

a) Si dos focos luminosos se encuentran a una distancia L y tienen intensidades I; e

I, halla el punto del segmento que los une donde la iluminacion sea minima.
Se supondra que la iluminacién en cualquier punto es la suma de las iluminaciones
producidas por cada foco .

O O
I L I,

b) Aplicalo al caso: L=12m I, =81

Ejercicio No.19 -Produccion — (Resol. Pag. 149)

Un fabricante vende x articulos por semana a un precio unitario p que depende de x
segun la expresion:

p(x)=200-0,01x p en§$.
El costo total de produccion de x articulos es:  C(x)= 50x +20.000 $ /sem.

a) Calcula el numero de articulos que el fabricante debe producir para obtener

maxima ganancia y el correspondiente precio de venta por unidad.
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b) Supongamos que el estado fija un impuesto de $10 por cada unidad vendida
permaneciendo invariables las otras condiciones.

(Qué parte del impuesto debe absorber el fabricante y cudl debe transmitir al
comprador para obtener maxima ganancia?

Comparar las ganancias antes y después de establecido el Impuesto.

Ejercicio No.20 -Transporte — (Resol. Pag. 150)

Un empresario ha calculado que el costo total de repartir x unidades del producto que
fabrica es:

C(x) = 2.x +217800 / x

a) Si la unidad de reparto puede transportar como maximo 300 unidades de producto
halla el nlimero de unidades que hard minimo el costo del pedido.

b) ;/Qué ocurriria si la unidad pudiera transportar hasta 400 unidades de producto?

Ejercicio No.21 -Circuito eléctrico - (Resol. Pag. 151)

Un generador de fuerza electromotriz constante € y resistencia interna r se conecta a
una resistencia de carga R .En esas condiciones la potencia P disipada por la

resistencia R estd expresada por la relacion:

2
R. .
Pzig2 R y r en Q, V en voltios
R+1)
R
AAAA N e
e,T
al

a) Halla el valor de R en funcién de r para que la potencia sea maxima.

b) Grafica P( R).
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Ejercicio No.22 -Circuito eléctrico — (Resol. Pag. 152)

Se consideran dos resistencias conectadas en paralelo, siendo la resistencia x

variable

® — ®

ﬂ-
X

a) Recordando que la resistencia equivalente Req. de un paralelo cumple:

halla la expresion de Req en funcion de x .

b) Si x varia en [0, 0 ) demuestra que Req no puede superar el valor R.

Te sugerimos que grafiques Req (X ).
¢)Si 0 <x <R hallael valor maximo de Req.
Interpreta desde el punto de vista eléctrico los casos x =0y x infinito.

d) Considera ahora el circuito de la figura al que se le aplica un voltaje V constante.

T

) >

vV
Rl + Req.

&
[

<L LI

Aplicando ley de OHM puedes deducir que : i=

Encuentra la expresion de i en funcion de x.

(Cuantovale i si x=07?

(Qué papel juega la resistencia R; en el circuito desde el punto de vista eléctrico?

(Qué sucederiasix=0yR;=07?
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Ejercicio No.23 -Dimensionado de envase — (Resol. Pag. 154)

Se desean fabricar envases cilindricos de hojalata para lubricante de volumen V
dado.

No se desperdicia material al cortar la hoja que constituye la pared cilindrica , pero
las bases se recortan de trozos cuadrados como indica la figura , desperdiciandose

los recortes.

<
A _d

a) Halla la relacion entre la altura y el didmetro de la base para que el gasto de

material incluido el desperdicio , sea minimo .

b) Aplica los resultados para el caso V=1 It.

¢) (Cual es el porcentaje de material desperdiciado respecto al total usado?

Ejercicio No.24 -Fisica — (Resol. Pag. 156)

Se desea poner en movimiento un cuerpo arrastrandolo sobre una superficie mediante
la aplicacion de una fuerza F como indica la figura.
Siendo p el coeficiente de razonamiento entre el cuerpo y la superficiey m la

masa del cuerpo, puede deducirse , aplicando principio de la dindmica que:

FO) = Hm-g 0<o <™
cosO + p.senO 2
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P
a) Calcula el angulo © para el cual la fuerza F necesaria sea minima.

b) Calcula la correspondiente fuerza F si n=0.4, m=80kg, g=98m/ 57

Ejercicio No.25 -Resonancia mecanica — (Resol. Pag. 159)

Un cuerpo de masa m unido a un resorte, oscila sometido a la accion de una fuerza F
de variacion sinusoidal y frecuencia angular ®: F = Fo.sen (@ t) en un medio que
ofrece resistencia al movimiento.

Bajo esas condiciones la amplitud A de la oscilacion viene expresada por:

G

Alw) =
\/(a)g - 0)2)2 + C2w2

con g, Cy;,y C, constantes.

®¢ es la llamada “ frecuencia propia del sistema “ cuyo valor es : my=,/|— donde
m

K es la constante del resorte expresada en Newton / metro.

C, es una constante relacionada con la resistencia ofrecida por el medio en el cual
oscila el resorte.

Determina el valor de ® que hace méaxima la amplitud A ,y el correspondiente valor
de A si 0302 > Cy/2.

El valor de ® que encontraras se conoce como “frecuencia de resonancia” y el

correspondiente valor de A “amplitud de resonancia”.

Resorte de cte. k
Masa (m)

Fuerza F
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Ejercicio26 -Superficie de almacenamiento — (Resol. Pag, 160)

.y . . . , 2
Una fabrica necesita una superficie de piso de forma rectangular y area A m™ para

estiba de materiales. Para cerrar esa superficie se construiran paredes de espesores
fijos de a metros y b metros como indica la figura.

v

b

F

_>a4_ _>a<_

a) Dimensiona el rectingulo de estiba para que la superficie rectangular exterior
necesaria sea minima.

b) Demuestra que en ese caso también es minima la superficie de piso ocupada por
las paredes.

¢) Aplicar los resultados para el caso A = 100 m.2, a=b=0,20 m.

Ejercicio No.27 - Flujo Vehicular — (Resol. Pag. 162)

El Ministerio de Transporte con el fin de determinar la variacion de la velocidad del
fluyjo de vehiculos que provenientes del Este regresan a Montevideo los dias
domingos entre las 17:00 horas y las 22:00 horas, ha efectuado mediciones que
indican que la velocidad del transito a la entrada de la capital en ese lapso esta dada

aproximadamente por la expresion:

80 t

5 1180
7(7_ft
9 3 2

V(t) = 2+4t)+— Km/h t=0 alas 17 horas

D D
[ | omm
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a) (En qué momento entre las 17:00 horas y las 22:00 horas el transito es mas rapido
y en qué momento es mas lento?.

b) Grafica V(t) para 0 <t < 5.

Ejercicio No.28 - Alquiler de apartamentos — Resol. Pag. 163)

Una inmobiliaria es duefia de 150 apartamentos que se ocupan en su totalidad si el
alquiler es 300 ddlares.

Se sabe que al aumentar el alquiler el nimero de apartamentos alquilados disminuye
linealmente a razon de 5 aptos. por cada 30 ddlares de aumento.

a) Expresa la ganancia G en funcion del nimero x de apartamentos alquilados y
grafica la funcion.

b) (Cual es el nimero de apartamentos a alquilar, y cudl su alquiler mensual para

que la inmobiliaria obtenga maxima ganancia?

¢) ;/Cuanto perderia la empresa si alquilara todos los apartamentos?

Ejercicio No.29 - Eficiencia Laboral — (Resol. Pag. 164)
Un estudio sobre la eficiencia de los trabajadores del turno matutino de una fabrica
indica que el nimero N de articulos ensamblados por un trabajador promedio esta

dada por la relacion:
N@)=-€ +6t°+15¢

siendo t el tiempo transcurrido desde el inicio del turno (8:00 a 13:00 hrs.)

a) Grafica la curva de produccion N(t) para 0<t<5.

. N . .
b) (A qué hora de mafiana la tasa de produccion ((iit ) del trabajador (eficiencia)

es maxima?.

¢) (A que hora es minima?.

d) Grafica la tasa de produccion para 0 <t < 5.
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Ejercicio No. 30 - Geometria — (Resol. Pag. 165)

Se consideran los cilindros rectos de base circular de radio r y altura h inscritos en

una esfera de radio R dado.

a) Determina ry h para que el cilindro tenga volumen maximo.

b) Determina las dimensiones r y h para que el cilindro tenga superficie lateral
maxima.

¢) ;, Qué porcentaje del volumen de la esfera ocupa el cilindro de méximo volumen?

Ejercicio No.31 -Geometria — (Resol. Pag. 167)

Encuentra las dimensiones r y h del cono recto de base circular de volumen maximo

que puede inscribirse en una esfera de radio R dado.

Ejercicio No.32 -Utilidad de un fabricante- (Resol. Pag. 168)
Un fabricante de cierto repuesto para equipos de audio los produce a un costo de

$150 cada uno .
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Ha determinado que si el precio de ventaes p $/unidad, la demanda q esta

expresada por:

q(p) = 1000 .e %P

a) ;A qué precio crees que deberd venderlos para tener maxima utilidad?

b) ;Cuantas unidades vendera mensualmente y cudles seran sus utilidades?

Ejercicio No.33 - Proyectil — (Resol. Pag. 170)
Se lanza un proyectil en el vacio desde un punto 0 (ver figura) con velocidad Vy y

angulo de inclinacion 0.

En el sistema (XOY) indicado, la trayectoria del proyectil responde a la funcién:

_ _ 2
Y(x) = . g 5 .x2+(tg6).x 0<6<m/2 g=98m/s
2vy~.cos“0
Y
Vo
0
: : >
0 alcance A X

a) Indica qué tipo de curva es la descripta por el proyectil.

b) Para Voy 0 dadas, encuentra la altura maxima (h;,,x) que alcanza el proyectil.

¢) Suponiendo 0 constante, grafica la variacion de (hy,x) en funcion deVy.
d) Suponiendo V constante, grafica la variacion de (hyax.) en funciéon de 6 .
Calcula el alcance L del proyectil y suponiendo Vg constante, grafica L como

funcion de 0, indicando el valor 6y que da maximo alcance.
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Ejercicio No.34 - Transporte — (Resol. Pag. 173)
Una locomotora que se desplaza a una velocidad v Km/h. tiene un gasto de
combustible G, que es proporcional a v’. Llamando K a la constante de
proporcionalidad:

G.(v)=Kv* en $/h
Tiene ademds un gasto Gy en ($/h) que es independiente de la velocidad y que
asciende a 3600 $/h.
a) Determina la constante K sabiendo que si la locomotora viaja a 40 Km/h. el gasto
de combustible es de $1600.

b) Halla la expresion del gasto total G en $/hora de la locomotora en funcion de v.

¢) Halla el costo total C(v) , encuentra la velocidad méas econdmica para el

desplazamiento de la locomotora , y calcula el costo de un viaje de 1000 km.

Ejercicio No0.35 - Geometria — (Resol. Pag. 174)

Considera una circunferencia de radio R dado. Se inscriben en ella tridngulos

1sosceles ABC.

A B

a) Calcula el perimetro de los triangulos en funcion del angulo 6.

b) Halla el triangulo de perimetro maximo.
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Ejercicio N0.36 - Hidraulica — (Resol. Pag. 176)

Un tanque de 2m de altura apoyado en el piso se mantiene lleno de agua mientras
que por un orificio practicado en una de sus paredes escapa un chorro que golpea el
piso en el punto A a una distancia x de la pared.

Admite que el chorro tiene forma parabdlica y que en el sistema (XY) indicado su

. _ g 2
ecuacion €s: = 3 X
2.V0

T

Donde vy es la velocidad del chorro a la salida del orificio y g la aceleraciéon de la
gravedad.

Sabiendo que v = \/m te pedimos que determines la profundidad h a que
debe encontrarse el orificio para que el chorro golpée el piso a maxima distancia del

tanque.-

Ejercicio N0.37 — Tiempo minimo de recorrido. — (Resol. Pag. 177)

Un vehiculo debe trasladarse desde el punto A hasta el punto B de la figura.
El punto A dista 36 Km de una carretera rectilinea .Sobre la carretera el vehiculo
puede desarrollar una velocidad de 100 Km / h , mientras que sobre el terreno puede
desarrollar una velocidad de 80 Km / h.

Carretera

4——100Km pl

136 Km

Al
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a) Se desea saber cudl es el recorrido que debe realizar el conductor para que el
tiempo empleado en ir desde A hasta B sea minimo.

b) Calcula ese tiempo.
Ejercicio No.38 — Distancia minima entre barcos — (Resol. Pag. 178)

A la hora 12:00 del mediodia dos barcos A y B se encuentran en el océano a una

distancia de 80 millas nauticas como indica la figura.

80 millas | Wa »E

I
A& IVA B S

VB

El barco A navega hacia el Este a una velocidad Va de 20 nudos y el barco B

navega hacia el Sur a una velocidad Vg de 25 nudos. Si las rutas iniciales no se
modifican:
a) /A qué hora crees que la distancia entre los barcos es minima?

b) Calcula esa distancia en Km.

Recuerda que: 1 nudo = 1 milla nautica / hora 1 milla nautica = 1852,2 m.

Ejercicio N0.39 - Geometria - (Resol. Pag. 180)

Se considera un cuadrado de lado 1m. En tres vértices consecutivos de €l se toman
los centros de tres circunferencias de forma que los radios de las que tienen centros

en vértices consecutivos, sumen Im. (ver figura).

1 m
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a) Encuentra los valores extremos de los radios de forma que los cuadrantes de
circulo sombreados no se solapen.

b) Halla los radios de las circunferencias para que el area sombreada sea:

1) maxima i1) minima

¢) Calcula dichas areas.

Ejercicio N0.40 — Geometria — (Resol. Pag. 181)
Sea un rectangulo de lados ay b con b>a. En los vértices de uno de los lados de
longitud a se consideran dos cuadrantes de circulo con centros en aquellos , y radios

cuya suma €s a. b

a) Halla los radios de los circulos para que el area sombreada del rectangulo sea:
i) maxima i1) minima
b) Calcula dichas areas en funcion deay b

Ejercicio No.41 — Longitud de tuberia- (Resol. Pag. 183)

Dos tanques A y B situados entre si a una distancia de d Km. se encuentran ubicados
a un mismo lado de la orilla rectilinea de un rio y a una distancia de éste dea Kmy

b Km .respectivamente fig (1).
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Se desea ubicar sobre la orilla una bomba para alimentar de agua a los tanques
mediante tuberias rectilineas PA y PB.

a) Demuestra que la longitud de tuberia serd minima cuando se cumpla que: 6;- 0,
(Admite que el punto critico que encontraras corresponde a un minimo ).

b) Calcula la distancia x que permite ubicar la posicién de la bomba en funcién de a ,
byd para las condiciones de la parte a) .

¢) Calcula la longitud total de tuberiasi a=1,5Km. b=3Km. d=3,5Km.

asi como la posicion del punto P.

Ejercicio No.42 - Construccion de corral - (Resol. Pag. 185)

Utilizando una de las paredes laterales de un galpon (como indica la figura) se desea
construir un corral para  alimentar libremente a un grupo de terneros.
El corral tendra seccion rectangular y se utilizaran tres tiros de alambre, el més bajo
de los cuales se colocara a una altura tal que permita la entrada de los pequeios

animales impidiendo la de los demas.

Detalle de la cerca

Zona autilizar para el cotral

a) Se ha calculado que el 4rea necesaria de corral es de 100 m? siendo el largo de la
pared de 20m. Dimensiona el rectangulo para que el costo de alambre a utilizar sea
minimo.

b) Calcula el costo del alambre necesario si el rollo de 1000 m cuesta 35 USS.

Ejercicio No0.43 — Construccion de bebedero — (Resol. Pag. 186)

Se dispone de una chapa metalica de forma rectangular de 1,20m x 3m.
Se desea construir con ella un bebedero para animales procediendo a doblar la chapa

como indica la figura , para formar la superficie lateral y el fondo.
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AN e

0.40 m 0.40 m 0.40 m

3.00m

CHAPA

BASE

Las bases se confeccionan de madera dura.
a) Determina el angulo 0 para que el volumen del bebedero sea maximo.

b) Calcula dicho volumen en litros.

Ejercicio No.44 -Construccion de corrales — (Resol. Pag.188)

Contiguo a dos paredes perpendiculares se desea construir un corral de seccion
rectangular que estard subdividido en seis partes iguales colocadas en dos filas de
tres cada una, segun indica la figura.

Para el cercado se dispone de 100 m de tejido.

a) Encuentra las dimensiones de cada parte para que el area encerrada sea maxima.

b) Calcula esas areas.
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Ejercicio No.45 - Costo de produccion — (Resol. Pag. 188)

Una féabrica de articulos de plastico recibe un pedido de 8000 unidades de cierto
juguete para ser comercializado en Navidad y Dia de Reyes.

La fabrica posee 15 maquinas, cada una de las cuales puede producir 30 juguetes por
hora. El costo de poner en funcionamiento las maquinas es de 20 U$S por maquina.
Una vez puestas en funcionamiento la operacion estd completamente automatizada
de forma que so6lo necesita de un supervisor de produccion cuyo salario es de 4.80
US$S por hora.

a) ;Cuantas maquinas deberdn ponerse en funcionamiento para que el costo de
produccion sea minimo?

b) (Cuantas horas trabajardn las méaquinas para cumplir con el pedido y cuanto
ganard el supervisor?

¢) ;/Cual es el costo de puesta en funcionamiento del nimero éptimo de maquinas?

Ejercicio N0.46 - Longitud de escalera — (Resol. Pag. 190)

Se desea colocar una escalera apoyada en el suelo y en la pared de un galpén como
se muestra en la figura.
Paralelamente a la pared del galpoén y a 1m. de distancia corre una cerca de 1.50 m de

altura. La escalera se apoyara también sobre la cerca.

1D
__—— Escalera

AN

cerca

a) Calcula la longitud minima que deberd tener la escalera para cumplir con las
condiciones pedidas ( se sugiere expresar la longitud de la escalera en funcion del
angulo que la misma forma con el piso ).

b) (A qué altura de la pared del galpon apoyara la escalera?

¢) ;, A qué distancia de la cerca apoyara la escalera sobre el suelo?
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Ejercicio N0.47 — Costo de instalacion - (Resol. Pag. 192)

Sobre una de las orillas de un rio se encuentra una central eléctrica y sobre la orilla
opuesta una fabrica (1) a una distancia d; metros aguas abajo, seglin figura. El
ancho del rio es de (a) metros.

La fébrica solicita el tendido de un cable de alimentacion eléctrica que la direccion
técnica de la central decide tendra una parte sobre el lecho del rio y la otra a lo largo

de la orilla.

Cable de alimentacion

Central /

X P W Fibrica (1) B pibrica (2)
>

A >

d
«< >
dy

a) Si el costo del tendido bajo el rio es de n ( ddlares / metro) y a lo largo de la orilla
es de p (dolares / metro) , se desea conocer la posicion del punto P de manera que el
costo total de instalacion sea minimo , siendo n > p.

b) Calcula el costo total de instalacion y la posicion del punto P para que ello ocurra

enelcaso:a=500m; d;=2500m n=50U$S/m y p=30US$S/m.

¢) Una segunda fabrica (2) solicita un tendido similar. Si la distancia d, = 4000m,

(cudl serd la nueva posicion del punto P? Justifica tu respuesta.

Ejercicio No. 48 - Iluminacion — (Resol. Pag. 194)

Una ventana de perimetro p dado, tiene la forma de la figura.

La parte rectangular es de cristal transparente y la semicircular de cristal coloreado.
Esta ultima permite pasar, por m” de superficie , solo la mitad de la luz que

permite la parte rectangular.
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Admite que la cantidad de luz que atraviesa la ventana es proporcional a la
superficie.
En esas condiciones se te pide que dimensiones la ventana para que ella permita el

paso de la maxima cantidad de luz.
Ejercicio N0.49 - Transporte de caiios - (Resol. Pag. 195)

Se consideran dos parejas de semirectas [ P(a),P(b)] y [ Q(c), Q(d)], figura (1).
Considera la familia de segmentos A;B; que cumplen:
A pertenece a la semirecta P(a) , Bj pertenece a la semirecta P(b) y Q pertenece al

segmento A;B; fig. (2) .

a P Al Ay Aj P
: 0 N\ /o
B,
B>
d b Bs
fig. (1) fig. (2)

a) Halla una expresion para la longitud L; de los segmentos A;B; en funcion del

angulo 0 indicado en la figura (2) ,con 0 <0 <m/2.

Bosqueja la funcion L hallada .

b) Desde un deposito dos operarios deben transportar horizontalmente cafios rigidos
hasta la salida a través de un corredor en dngulo recto como indica la figura (3).

¢, Qué condicidon debe cumplir la longitud del cafio para que el mismo pueda pasar

por el codo del corredor si los anchos de los mismos son: d;=2.5m y d,=2.
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d
v

DEPOSITO Cafio "————

Salida

Si la longitud de los cafios es multiplo entero del metro, ;, cudl es el cafio de mayor
longitud que permite la operacion?

Ejercicio No. 50 — Geometria — (Resol. Pag. 197)

Se dispone de un alambre rectilineo de longitud L, y se desea cortarlo en dos trozos

construyendo con uno de ellos una circunferencia y con el otro un cuadrado.

Te pedimos que determines el punto de corte del alambre para que :
a) Lasuma de las areas del circulo y el cuadrado sea minima.

b) Idem para que sea maxima. Discute este caso.

Ejercicio No. 51 — Optica — (Resol. Pag.199)

El principio de FERMAT establece que: “ la luz sigue, entre dos puntos Ay B, la
trayectoria que corresponde a tiempo minimo de recorrido”.

Sean A y B dos puntos pertenecientes a medios de propagacion diferentes (1) y (II),
separados por una superficie segin indica la figura (1).

Se desea determinar cual es la trayectoria que sigue un rayo de luz para ir desde el

punto A al punto B, siendo V| y V; las velocidades en los medios (I) y (II).
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Ae medio (I)
Superficie de separacion  fig (1)
Be medio (I1)

Te pedimos que demuestres que esa trayectoria debe ser tal que se cumpla la

. senf | V|
relacion: _— =
senf , V,

Esta relacion es conocida como “Ley de la refraccion de la luz o Ley de Snell”.

Los angulos 61 y 0, son los indicados en la figura (2).

Te sugerimos calcular el tiempo total de recorrido en funciéon de la distancia x
siendo la distancia d conocida.

Recuerda que el rayo de luz se propaga con movimiento rectilineo uniforme.

medio (I)

superficie de separacion

medio (IT)

< d > fig. (2)
Ejercicio No.52 — Iluminacion - (Resol. Pag. 202)
Se desea iluminar un estanque de seccidn circular de radio R mediante una lampara

de altura ajustable colocada sobre la vertical que pasa por el centro de aquél.

La iluminacién en el borde del estanque, que es la zona de menor iluminacién de la

I.cos@

superficie, esta expresada por la relacion: E = 5
d
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donde E es la iluminacion expresada en lux , I la intensidad del foco luminoso

supuesto puntual , expresada en candelas y 0 el angulo indicado en la figura.

a) Halla y grafica la funcion E para 0<0<n /2.
Verifica que existe un valor de 0 para el cual la iluminaciéon E es maxima , y
determina la altura a la que debe colocarse la ldmpara para obtenerla.

b) Calcula la iluminacion E en lux si I =500 candelas y r=2m.
Ejercicio No0.53 — Resonancia serie — (Resol. Pag.204)

Se considera un circuito serie R-L-C como indica la figura, al que se le aplica un
voltaje V(t) de variacion sinusoidal dada por la expresion:

V(t) = Vosen(a).t)
La intensidad I de la corriente que circula por el circuito viene dada por la
expresion:

I(t)=1p. sen (w.t + @)

. . V,
El valor maximo I estd dado por la expresion: IOZ?O

donde Z es la impedancia del circuito y vale:

Z=\/R2 F(Lo—— )
Cw

a) Expresa Iy como funcion de o.
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b) Suponiendo que la frecuencia angular @ de la fuente puede variarse, halla el valor
de ® que corresponde al maximo valor de 1.
( El valor que hallaras se conoce como “frecuencia de resonancia”)

¢) Grafica Z como funcion de ® , V®>0.

Ejercicio No.54 — Migracion de peces —

Se ha estudiado que ciertos animales ( peces, aves, etc ) efectian sus
desplazamientos tratando de minimizar su gasto de energia.

Considera un tipo de peces migratorios que nadan a contracorriente. Llamemos:

v velocidad del pez respecto de la corriente, u velocidad de la corriente , u<v.

La energia (E) necesaria para nadar una distancia (d) estd expresada por la relacion:

3
K.v’d
E(V = Ve con K y u constantes.

v—u

a) Encuentra el valor de v que hace minima la energia E y muestra que ese valor es
un 50% mayor que el valor de u.

b) Bosqueja la funcion E para v > u.

Ejercicio No.55 — Inventario — (Resol. Pag.205)

Una empresa que utiliza transistores compra 1000 cajas al afio a un precio de
50 USS / caja.

Los gastos de envio son de 40 U$S/ pedido

y los gastos de almacenamiento de 2U$S por caja y por afio.

Suponiendo que los transistores se utilizan a ritmo constante y que cada pedido llega
justo cuando el anterior se ha agotado, te pedimos:

a);Cuantas cajas debe solicitar la empresa en cada pedido para que su costo anual
sea minimo? (todos los pedidos tienen igual numero de cajas).

b);, Cuantos pedidos debe efectuar al afio , cudl es el costo total y por pedido?
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Ejercicio No0.56 — Velocidad econdmica de transporte —(Resol. Pag. 206)
Un camion debe transportar desde Montevideo a Paysandii un cargamento de
computadoras por valor de 50.000 US$S. Se supone que el viaje se hara a velocidad
constante v Km/h.

Las normas de circulacion establecen que: 40 Km/h < v <90 Km/h .

2
El consumo de combustible viene expresado por la relacion: G, = (10 + 2VS()J 1t/h

El conductor cobra un salario de 5 U$S/h y se supone que no infringe las normas de
velocidad.

Si el combustible vale 0.50 U$S/ It te pedimos:

a) Calcula el costo de combustible C, en U$S / Km.

b) Calcula el costo de salario en USS / Km y el costo total en U$S / Km en funcion
dev.

¢) Determina cudl es la velocidad mas econdmica para la empresa y el costo del viaje
si la distancia recorrida fue de 400 Km.

d) ;Cuanto se gastd en salario y cuanto en combustible?

e) Si el chofer se acompafia con otra persona que cobra 2 U$S/h , vuelve a resolver

los items ¢) y d).
Ejercicio No. 57 — Elastica de vigas — (Resol. Pag. 211)

La fig. (1) muestra una viga empotrada en su extremo derecho y libre en su extremo
izquierdo.
En la fig. (2) la viga se somete a la accion de una fuerza (F) ( carga aplicada en su

extremo libre).

_‘ F¢ ef ﬂj

Fig. (1) Fig. (2) .

Fig.4) O —»X "
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Bajo la accion de esa fuerza el eje de la viga se deforma. La curva , cuya forma
adopta el eje de la viga , se denomina “elastica de la viga™.

Adoptando un sistema de ejes (XOZ) como el indicado en Fig. (4), la curva
responderd a una determinada ecuacion que se conoce como “Ecuacion de la
elastica”.

Los distintos puntos del eje de la viga sufren desplazamientos verticales llamados
“flechas” f y las secciones perpendiculares al eje sufren “desplazamientos
angulares 0 ”, como indica la Fig. (3).

El conocimiento de las flechas f asi como del angulo de desplazamiento 0, es de
importancia fundamental al momento del dimensionado de vigas sometidas a
solicitaciones (carga) conocidas.

En el sistema (XOZ) llamaremos Z(x) a la ecuaciéon de la eléstica y 0(x) al
desplazamiento angular.

Se cumplira en todos los casos que:

Recta tangente

dz
e =
®) dx

V4 .
En efecto, observa que tg ¢ =j , pero @ =0 (lados perpendiculares) =
X

dz .
tg O :d— y como se trabaja con angulos pequefios tg 6 =0
X

=42
dx

por lo cual :

Te propondremos ahora algunos ejercicios respecto del tema.
Considera la viga isostatica empotrada en su extremo derecho, Fig. (1), sometida a
una carga F en su extremo libre Fig. (2).

En el sistema de coordenadas (XOZ) de la figura (4) las ecuaciones de la elastica y el

angulo de despl ient : 3 3
angulo de desplazamiento son Z(X)Z—F.L|:2—3£XJ+[XJ }
6.EIl L
O(x) = 4z
0 > 0 antihorario, 6 <0 horario. dx
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E e I son constantes que dependen del material y la forma de la seccion recta de la
viga.

a) Encuentra el punto de la viga donde se produce la flecha maxima, y el valor

de fax.

b) Encuentra el punto de la viga donde el desplazamiento angular es maximo y su

correspondiente valor .

Ejercicio No. 58 — Viga apoyada con carga distribuida-(Resol. Pag.212)
Considera una viga isostatica articulada en su extremo izquierdo A y apoyada en su
extremo derecho B, como indica la figura, sometida a una carga uniforme de valor

p Kg/m. Bajo esas condiciones se sabe que:

( pL4 X X 3 x
Z(xX)=————|——2| — | +|— 0<x<L
24EI|L (L L
Kg/
6’(x)=d—z p Kg/m)
dx
\
A B

a) Encuentra el punto de la viga donde se produce la flecha maxima, asi como el
valor de la misma.
b) Encuentra el punto de la viga donde el desplazamiento es maximo y su

correspondiente valor.

Ejercicio No. 59-Viga apoyada con carga concentrada—(Resol.Pag. 215)

Considera la viga de la figura, articulada en A y apoyada en B con una carga
concentrada F.

Sea L su longitud. F
N

A
I
I
I
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En esas condiciones la ecuacion de la elastica y el desplazamiento angular seran:

2.2 3
_Fa .b KX XX 1 vo<x<a
6EIL |7a b a2
Z(x)
2412
_F.a b 2L—X+L_x_(L_X)3 YV a<x<L
\ 6.EIL b a a.b®
dz
Olx)=—
(x) i

a) Demuestra que la funcion Z es continua en el punto x =a
b)Tomando a = (1/3)L encuentra el punto en que se produce la flecha maxima y el
valor de ésta.

¢) Calcula los angulos 0 en los extremos de la viga.

Ejercicio No. 60 - Analisis Marginal — (Resol. Pag.218)

El analisis marginal es la rama de la economia que estudia la variacion de ciertas
cantidades como precio, ingreso, costo y / o utilidad , cuando se presentan pequefios
cambios en el nivel de produccion.

Si q es el namero de unidades producidas por un fabricante y C el costo total de

producirlos, se define Costo Marginal Cp,z como:

_dc

Cmg. - a

Si I es el ingreso total percibido por la venta de las q unidades se define Ingreso

Marginal como:
dl

dq

Img._

a) Recordando que la utilidad o gananciaGes: G (q)=1-C
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demuestra que la ganancia se maximiza para un nivel de produccioén q, cuando

se cumplen:
Iro.) Cing.(do ) =Img. (o)

2do. d’1 d’c
) dqz(%)< 72(%)

b) Un fabricante estima que si produce q miles de unidades por mes de cierto articulo
su Costo Total C viene expresado por la relacion:

C(q)=0.10g>-02q+100 USS

Su curva de demanda responde a la expresion

p(q)=-0.11q+41.8 US$S/unidad.

Te pedimos que determines el nivel de produccién q que maximiza las ganancias y
el correspondiente precio por unidad.

Verifica que se cumplen las condiciones de la parte a) del ejercicio.
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RESOLUCIONES
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Ejercicio No. 1

a) Llamemos x e y a las componentes de la pareja.

Se busca maximizar P talque: P=x.y

Sabemos que se cumple la condicion: x+y=S (1)
De la condiciéon (1): y=S —x.

Sustituyendo tendremos: Px)=x.(S—-x)
Finalmente entonces: P(x)=-x*+Sx

Nos encontramos con una simple funcién cuadratica que conoces de cursos
anteriores. Busquemos su maximo , vértice de la pardbola representativa de la
funcioén , para lo cual debemos anular su derivada .

Derivando: dpP %48

dx

Anulando: -2x+S=0 Finalmente: x =Y S.

De la condicién (1) : y="%.S
La pareja buscada sera entonces: ( 72'S, Y2 S)

El producto de sus componentes sera el valor maximo: P (%2S)= Y4 s?

El bosquejo de la funcién producto es el indicado en la figura.

P(x)a

s2/4

) 4

0 s/2 S

b) Si S=40,lasoluciones: x =20,y =20 o sea la pareja (20, 20).

El producto méaximo sera entonces: Ppax = 400.

Ana Col6 Herrera 127 Héctor Patritti



Aplicaciones de la Derivada -Capitulo2 — Optimizacion — Resoluciones

Ejercicio No.2

a) Siendo ( x,y ) la pareja buscada deseamos en este caso minimizar la suma
S=x+y
cumpliéndose la condicion :

x.y=P (1) siendo P, dado.

De la condicion anterior se concluye que: y = P/ x. Sustituyendo obtenemos

finalmente:

S(x) = x+B
X

Busquemos los puntos criticos de la funcion anulando la derivada. Tendremos:

= x =P

Hemos descartado la solucion negativa ya que x>0 .
Estudiando el signo de la derivada primera de la funcién o calculando la derivada

segunda en el punto critico podemos clasificarlo.

0 .
Sigjid _(T—i_
R

El punto critico corresponde entonces a un minimo y su ordenada vale: S(./p )=2. ./p

Bosquejemos la funcion S : S(x) =X+ P
X
Calculemos: lim S(x)=+o0 lim S(x)=+o00
Xx—» +oo x —»0

La gréfica de la funcion S tendra el andamiento indicado en la figura.
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S(x),

2-/P |

0 «/F X

La componente y de la pareja la obtenemos de la relacion (1):  y =p/x 2\/;

Finalmente entonces la pareja buscada es: (-/P /P )y susuma,S=2 \/;

b) Siendo P =100 lapareja serda (10,10) y susuma S =20.
Ejercicio No. 3

Llamemos x e y a los lados del rectangulo.

Su perimetro p serd: p=2(x+y) (I) ysudrea A: A=x.y

Observa que este ejercicio es una aplicacion geométrica del ejercicio No. 1.
En efecto, de la expresion (I): x+y=p/2 con (p/2) dado,y estamos buscando
maximizar su producto ( X .y ). Si llamamos S al niimero (p / 2) estamos en las
condiciones del ejercicio No.1

De acuerdo con los resultados alli obtenidos la solucién sera: x=y=S/2=p/4,

por lo que el rectangulo de area maxima es el CUADRADO.

El 4rea méxima valdrd : A max=S>/4=p°/16.

Ejercicio No. 4

X

extremos soldados —P»
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a) Los dobleces podran efectuarse, por ejemplo, en los puntos A , B, C indicados

debiendo ser B el punto medio del alambre.

b) Tedricamente podras construir infinitos rectangulos variando x entre 0 y L / 2,
y sus areas variaran.
¢) Se cumplird que el &rea A serd&: A=x.y conlacondicion 2(x+y)=L

Despejando y de la condicidn anterior y sustituyendo obtenemos:

— A(x):x.(g—x) O<x<L/2

Observa que , como el perimetro L del rectangulo es dado , esto no es mas que una

aplicacion del ejercicio No.3 y por tanto el rectangulo de area maxima sera el
L o

cuadrado de lado 4 yéarea A = 6

La funcion (A) es una funcion cuadratica con dominio restringidoa [ 0, L /2 ] cuya

grafica representativa es la indicada.

AX) A
L2/16
|
0 L/4 L/2 X

Ejercicio No. 5

Una vez armada , la caja tendrd como base un cuadrado de lado (40 —2x) y
altura (x) .

Su volumen estara dado por la expresion:  V (x )= (40 —2x )* . x
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40 —2x

40 —2x

Estudiaremos la funcion V en el intervalo [ 0,20 ] .
Valores en los extremos:  V(0)=0 V(20)=0. Busquemos puntos criticos.

Derivando:

‘(;V = 2(40 — 2.x).(=2).x + (40 — 2x)? = (40 — 2.x)(—4x + 40 — 2.x)
X

Operando : ((11\/ = (40 — 2.x)(—6x + 40)
X

i 20
Anulando obtenemos como puntos criticos: x =20 yx = 3

Para clasificar el punto critico interior al intervalo [0,20] estudiemos el signo de la

derivada primera.

0
sig. 4V 4 -

dx L |
0 20/3 20
MAX

El valor x =20/3 corresponde pues a un maximo. V[~ %

El bosquejo grafico de la funcidon V es el que

indica la figura.

b

Observa que la curva tiene tangente horizontal 0 20/3. 20

en x= 20 ya que en ese valor la derivada es nula.
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b) El correspondiente volumen V sera:

Vinax = V(23°> _ (4 —430)2.230 ~ 474103’

Ejercicio No. 6

1 15
El costo de produccién esta dado por la expresion: C(q) = 56]3 - ?6]2 +36g +81

Como se te pide que minimices el costo de produccién , derivaremos la funcion.

Tendremos:
4€ _ 2 C1sg436
dq

Anulando para hallar puntos criticos :

Q®-15¢+36=0= q=3 q,=12

Estudiemos el signo de ((11C para clasificar los punto criticos hallados.

S 0/4 3 \ 12/4 15
max min
Nos queda por definir si el minimo absoluto es C(12) o C(0). Calculemos esos

valores funcionales. C(0) =81 C(12)=9

El minimo costo de produccidén corresponde entonces a la fabricacion 12000

unidades y su valor es de : C pjn=9.000 USS .
Ejercicio No. 7

a) Siendo el costo total de los n pisos: C(n) = 2% + 300.n + 320 el costo

promedio por piso sera: Cmed=2.n+300 +@

n
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b) Busquemos puntos criticos , siendo n > 0.

Anulando la derivada: 2n%-320=0= n=-/160 = 12,65

Necesitamos clasificar el punto critico hallado, para lo cual podemos estudiar el
signo de la derivada primera o calcular la derivada segunda en el valor hallado

de n . Optando por lo tltimo:

2 2
d°C = 640 = d g(\/@) =0,3>0= El punto critico es un minimo.

dn2 n3 dn

Como el niimero de pisos debe ser un nimero natural deberemos decidir entre 12 y

13 pisos , para lo cual calcularemos los costos correspondientes.
Cimed(12) = 350.666 USS Cied (13) =350.615 USS
En consecuencia el costo total serd minimo para n= 13 pisos.

¢) El costo total del edificio sera :  C(13)=350.615. (13) = 4.558.000 USS.

Ejercicio No. 8

m . . s
a) Como: p =—,siendo m constante, la densidad p del agua serd maxima

cuando el volumen V sea minimo. Debemos pues minimizar V en [0,10].

Derivando:

;“T/ =107(=20,4.107>T? +0,17T - 6,4)

Anulando: -20.4.10372 40,17 T-6,4=0

Resoviendo la ecuacion se obtienen como raices :
Ty 23,92°C y T, =79°C

T corresponde al inico punto critico en el intervalo considerado
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Estudiemos el signo de la derivada para clasificarlo
0

Sigavidr — %  +
L |
0 \3.92 /4 10

El valor de T hallado corresponde al minimo absoluto de la funciéon V en [0,10].

El agua tiene entonces densidad maxima a una temperatura cercana a los 4 grados

centigrados.

b) Los valores en los extremos del intervalo son:

V(0)=11t V(10)z 1 It

El valoren T=3,92 es: V(3.92)= 0.99.

El bosquejo grafico de la funcidon es como se indica.

V(t) 1t
A
1.00
0.99 \
—T
—
> 0
0 3.92 10 T(CC)
Ejercicio No. 9
., -0.02q
a) La funcion demanda p es tal que : p(q) =8.25¢€ con q=0.

Bosquejaremos p(q) para lo cual calculamos:
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p(0) = 825 lim p(q) =0
q—p 0

P _ g5 (0.02). 02
dq

Obviamente la derivada es negativa para todo valor de q , con lo que la funcion es

monotona decreciente.

. d? 0.
La derivada segunda sera : —g = 8.25 (0.02)* e 0029 >0 vV q=20
dq
por lo que la concavidad sera positiva.
La figura indica el bosquejo de la funcion demanda.
p(q) A
8.25
>
0 q

b) El ingreso total I es el producto de la cantidad demandada q por el precio por

unidad p .

-0.02q
I(Q=p.q= 825q.¢€

Graficaremos la funciéonen [0, + o ] .

1(0)=0 lim I(q9 = lim 8(')2052?1 =0 ( 6rdenes de infinitos)
o0
q—» + o0 q—» + o0
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Puntos criticos.

dI -0.02q n -0.02q -0.02q

= =825l € qe (-0.02)]=825¢ (1-0.02q)

=0 s 1-002q=0 - q=50

. , dl o .
Siendo continua aa ¥V q >0 con un solo punto critico , y teniendo en cuenta los
q

calculos hechos anteriormente , podemos concluir que el punto critico corresponde al

maximo absoluto.
En consecuencia el nivel de demanda pedido es de: q =50 unidades por mes.

El ingreso mensual correspondiente serd entonces : I(50) = 148.5 miles de dolares

0 sea Inax. = 148.500 USS.

El bosquejo de la funcion I serd el indicado en la figura.

I(q) A
148.5
0 50 100 >q
4’1 . . o
Calcula — Y verifica que la funcion presenta un punto de inflexiéon en q = 100.
dq

Ejercicio No. 10

a) La funcion de demanda de la empresa es : p(q) = 3000 —0.3q> - 0.6q (1)
Se trata de una simple funcion cuadratica con concavidad negativa.

La representaremos para valores positivos de la demanda q .

p (0)=3000 Raices: -0.3q-0.6q +3000=0

Resolviendo la ecuacion obtenemos la raiz positiva q = 99
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El vértice de la parabola representativa corresponde al valor q = - 1 como facilmente

puedes verificar anulando la derivada de la funcion.

El bosquejo grafico de la funcion demanda sera pues el indicado en la figura.

P(q) A

3000

0 99

g

b) 1) Siendo el ingreso I = p.q y sustituyendo p por su expresion (1) obtenemos:
1(q) = (-0.3q% — 0.6q + 3000 ).q =-0.3 q* — 0.6 > +3000 q

Estudiaremos la funcion en el intervalo [ 0, 99].

[(0)=0 I(99) =0 ( recuerda que el valor aproximado q=99 correspondia a p=0).

Puntos criticos.

;H:_ 0.9q*—1.2q+3000=0 ——> q= 57 toneladas
q

Estudiemos el signo de la derivada primera de la funcion para justificar que el punto

critico corresponde a un maximo.

Ana Col6 Herrera 137 Héctor Patritti



Aplicaciones de la Derivada- Capitulo 2 — Optimizacion - Resoluciones

i1) El ingreso maximo correspondiente sera: I, = 113.500 USS.

iii) De la expresion (1), el precio de venta :  p(57) = 1990 US$S / ton.

¢) El bosquejo de la funcién ingreso en el intervalo [ 0, 99] serd la indicada en la

figura.

I(q)a

113500

Ejercicio No. 11

Llamando R a la resistencia de la viga y Kk una constante positiva de

proporcionalidad podremos escribir:

R=k.ah® (1)

Considerando el tridangulo ABC tendremos : A 2 B
®° - 2> =h> (2) h /o

Sustituyendo en (1) obtenemos la expresion C

analitica de la funciéon R: R(a)=k.a.(P*—a’) 0<a<o

Bosquejaremos la funcion calculando: R(0)=0 R(@®)=0
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Puntos criticos

d—R=k.(<D2—3 a’)
da

S

Anulando obtenemos:  a —$=0.577¢ ( hemos desechado la solucion

_ 9 _
33

negativa por no pertenecer al intervalo de estudio ).
., , 2
De la relacion (2) concluimos que:  h = \E ¢ =0.816¢
b) Si ®=15"=38cm ———> a=8.65"=22cm h=1224"= 31cm.
(I)Z
¢) El volumen del tronco cilindrico de longitud L serd: V=mn R L

El volumen de la viga de longitud Lserda: V;=ah.L

Tendremos entonces : Vi = a'héL = 4'3'3 =~ 0.6
REAET

4

El porcentaje de madera utilizada en la viga es entonces del 60% de la madera total.
Ejercicio No. 12

Este ejercicio es similar al anterior. Si llamamos E a la rigidez de la viga y k a una
constante positiva de proporcionalidad , la funcion E tendrd como expresion

analitica: E=k.a.h’ (1)
Larelacion entre a, h y ® es la misma que en el ejercicio No.11 , vale decir:
h=@? - a? )

Podriamos intentar un razonamiento similar al del ejercicio anterior .
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Despejando h de la relacion (2) y sustituyendo en (1) obtendriamos para la funcion E

la expresion analitica :

E=ka(p2-a® )

Los calculos necesarios para hallar puntos criticos se vuelven en este caso mas

laboriosos por la expresion obtenida
Te mostraremos una manera alternativa de hallarlos.
Retomemos la expresion (1) : E(a) =k.a.(h(a))’

dE ... . .,
Calculemos B utilizando el teorema de derivada de la funcidon compuesta.
a

E i K@ +ast@ 8 @)
da da

De la relacion (2) , derivando ambos miembros obtenemos:

2 2
d*h(a) _ dh* dh b di  a

da dh da =~ da da  h

Sustituyendo en (3): (cllE =k[ h’+a.3h’ (_ha)] =k[h’=3a’h]
a

Anulando la derivada para obtener puntos criticos concluimos que debe cumplirse la
relacion: h*-3a’h=0 —> h=a./3

El resultado anterior y la relacion (2) nos permiten expresar los valores de a y de h

en funcion del diametro ¢ del tronco:

h= fq) =~ 0.866 ¢

o |
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Un razonamiento similar al del ejercicio anterior permite afirmar que el punto critico

correspondiente al valor de a hallado es un maximo.
b) Para ¢ =15" sera: a=7.5"=19cm h=13"=33 cm.
¢) La relacion de volumenes calculada en el ejercicio No.11,

Vi _ 4.ah
\Y% 7[¢2

nos da en este caso un valor aproximado de 0.55.

En consecuencia para obtener la viga de maxima rigidez se utiliza el 55% de la

madera total.

Las figuras siguientes muestran las secciones de las vigas de maxima resistencia y de

maxima rigidez a efectos comparativos.

Viga de maxima. resistencia Viga de maxima rigidez
Ejercicio No. 13

El costo necesario para la fabricacion de la caja se compone del costo de la base mas

el costo de la superficie lateral .

Cr = Cpaset Csup.Jat. a

/
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El costo del material de la base sera:

Cpase = 100.Sup pase = 100 . 2 a*> = 200 a*

Costo de la superficie lateral:

Clat= 80. Sio= 80. ( 2 a” + 2.(2ah)) = 80 (2 a* +4ah ) = 160 a* +320ah
Finalmente entonces: Cr=360a"+320ah

Se exige que el volumen total sea de 36 m’ o sea:

V=al2ah=2a’h —=—> 2a’h=36 (1)

Despejando h de (1) y sustituyendo en la expresion del costo total obtenemos

finalmente:

CT(a)=36Oa2+m >0
a
Estudiemos la funcion en (0 , +o0) .
lim Cr(a)= +o lim Cr (a) = +o0
a— 0 a—p +o0
Puntos criticos.
dCrp 7204 5760
da az
Anulando: 7202 -5760=0 =——=> o=3>/%0 _,
720
Sg. djT 0
a
— A
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De acuerdo a los célculos podemos afirmar que la funciéon presenta un minimo en

a=2.
De la expresion (1) se deduce que h=4.5m
Las dimensiones del tanque deberan ser entonces: a =2m,h=4.5m, L =4m.

El costo total seréd de : Cr(2)= $4320.
Ejercicio No. 14

Sea R el radio de la base y h la altura de la parte cilindrica.
Tendremos: Sup. lateral = 2t R h Sup. boveda = 2 n R?
Costo de superficie lateral: A ($/ m’)

Costo de boveda: 2 A ($/m?’

Costototal:  Cr=2nRhA+ 2nR*2A

Llamando V al volumen dado del silo expresado en m® tendremos:

V=nR*h+ 4nR3

(1)

Despejando h de (1), sustituyendo y operando en la expresion del costo obtenemos:

2 3
V-3* R vV 4R2

H=h=—->_—— ———— CrR)=2rA (—+—)
R TR 3

Estudiaremos la existencia de minimoen [0 ,+ o ].

Calculamos:
lim C(R)=+w lim C(R)=+wo
R—> 0 R +
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Puntos criticos

Derivando: dCr =2A7 | — v + 8R
dR 7TR2 3
V 8R 3 : .
Anulando: -+ 7: 0 =—> -3V+8R’ =0 Este polinomio en R de tercer
R

. , 3V . o
grado tiene una raizreal, R=3 P y las dos restantes imaginarias.
V4

ac, o — t

o N S

El valor hallado de R corresponde por tanto a un minimo.

Como ¢ =2R tendremos: d= 3 v
Vs

De la expresion (1) :

Sg.

v2md v

/a
he 3 _ 3 87 _3py

mR2 9y2
73| 2
647>

Ejercicio No. 15

y A

X

Como el costo del alambre es proporcional a la longitud y los cinco tiros son iguales ,
bastard minimizar el costo de uno de ellos.

Llamemos L a su longitud expresada en (m) y A el area encerrada en (m”) .
Tendremos: L=x+2y y debera cumplirse la condicion x.y=A (1)

Despejando y de (1) y sustituyendo obtenemos finalmente la funcion L.
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L(x)=x+é x>0
X

Derivando para hallar puntos criticos:

dL 2A  x%-2A
_ = 1—7 =
dx X2 X2

Obtenemos entonces: x = +/24
0 __'_
L
N e— 4

dx 0\4@/

La funcion presenta minimo en el valor hallado de x .

El correspondiente valor de y deducido de la expresion (1) serd :

2A

— A _
T
El ancho del rectangulo a alambrar es entonces la mitad del largo.
Siendo 1Hec. = 10.000 m” obtenemos:
x=44720m y=223.60m L=8940m

Como el alambrado tenia 5 hilos , la longitud total de alambre sera:

Liotat =4472 m
y el costo total de alambre asciende a la suma de U$S 156,52 .
Si deseas tener un costo mas ajustado al costo del trabajo de alambramiento deberas
agregar el costo de los postes , el de los piques , el salario de los alambradores y

estimar ademas un porcentaje de alambre para ataduras y de desperdicio .

Ejercicio No. 16
a) La funcion ganancia G es tal que :
G(x) =2000 x — 2 x°
Se trata de una simple funcion cuadratica cuya pardbola representativa tiene
concavidad negativa.
Bastard que hallemos la abscisa de su vértice y si este es interior al intervalo de

estudio, [ 0, 600 ], correspondera al maximo absoluto de la funcién.

Ana Col6 Herrera 145 Héctor Patritti



Aplicaciones de la Derivada — Capitulo 2 — Optimizacién — Resoluciones

Derivado y anulando la derivada obtenemos:

a6 = —4x + 2000 — x =500

dx
En consecuencia el productor debera sembrar 500 Hec.
b) La ganancia maxima por sembrar 500 Hec. sera:  G(500) = $ 500.000
De haber sembrado las 600 Hectareas disponibles su ganancia habria sido de
G(600) = $ 480.000 .

En consecuencia su pérdida hubiera sido de $ 20.000 .

Ejercicio No. 17

a) < d >
Qi o i * Q
«< >« >
x P d-x

El potencial en un punto P como el indicado sera:

Q| KO,
d-—x

Siendo Q; =5 Q; nos quedara finalmente como expresion analitica de la funcién V:

V(x) =

va>=mm[i+dij

b) Estudiemos la funciéon V en el intervalo (0, d)
lim V(x) =+ lim V(x) =+ o
x >0 X —» + o

Puntos criticos

dv -1 5 4x? +2dx —d?
X

ax (d—x)? x*(d-x)
v _ 0 > 4x*+2dx-d*=0
dx
Resolviendo la ecuacion: X, = [_ 1 Zﬁj d X = (_ 1 :BJ d

Descartamos la solucion X, por ser negativa , mientras X; € (0,d), X; <d.
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El bosquejo grafico de la funcion es el indicado en la figura

A
V(x)

: >
0 X1 d X

El voltaje minimo se produce entonces cuando el punto P estd a una distancia X; de

la carga Q; y su valor serd V(x;).

¢) Para los valores dados: Q; =5 . 10" Cul. ,Q2=5Q; d=5cm =0.05m
k=9.10° Volt. m/Cul., x=0.62 d , obtendremos:

—1+-/5
2

Vinin, = V( .0,0SJ = V(0.03) =1275 voltios.

Ejercicio No. 18

a) L
< >
I] L | d Iz

X P vy
La iluminacién E en el punto P sera:

Ky kK, (LI
_2+2_k[2+2

X y X y
Se cumplira ademas la condicion x +y =L de la que deducimos : y=L —x (1)
Podriamos, como hicimos en el ejercicio anterior, sustituir el valor de y de (1) en la
expresion de E obteniendo E(x).
La derivacion de esta expresion nos conducira a calculos mas laboriosos que los del
ejercicio No. 17, por lo que resulta mas conveniente resolver el problema de la
derivacion usando funcién compuesta.

Se cumple que:

lim E(x)=+ o lim E(x) =+ o
Xx—p 0 X —pL
djzk -2I; +_212dl
dx X3 y3 dx
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De la relacion (1) : dy_ -1
dx

dx 3 3

En consecuencia: d—E =2k ;Il + Ii
X y

Anulando: d—E:O S (_114-12}:0 ——S x3:1—2y3

dx X3 y3 Il

. I I
Finalmente: x=31—2.y=31—2.(L—x)
1 1

Operando en el segundo miembro de la igualdad y despejando x:

I
I

1+3]—2
I

3
L

X =

5112

I
1+3I—2
il

la funcion.

Como

.<1 el valor de x hallado pertenece al intervalo (0, L) de estudio de

De acuerdo a los resultados obtenidos el punto critico encontrado corresponde a un

minimo.
El bosquejo grafico de la funcion serd el indicado en la figura.

E(x)A

Emin.

ol 4

b) Siendo L =12 m IL=81;, tendremos: X,=8 m
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Ejercicio No.19

a)
precio unitario: p(x)=200-0.01x $
Costo total: C(x) =50x +20.000 $

La ganancia G del fabricante sera :

G=1I-C (Ganancia = Ingreso — Costo)
El ingreso obtenido por la venta de x articulos por semana se obtiene multiplicando
el precio unitario p por el nimero de articulos vendidos semanalmente x .
—> [I(x)=p.x=200x—0.01x> $/sem
Finalmente entonces:  G(x) = (200x — 0,01x?) — ( 50x + 20.000 )

G(x) =- 0.01x* + 150x —20.000  $/sem x>0

Como puedes observar la funcidon ganancia es una simple funcién cuadratica con
concavidad negativa. Basta que verifiquemos que el vértice corresponde al maximo

de la funcion en el intervalo [ 0, + o ) para lo cual su abscisa debera ser > 0.

Derivando: iG =-0.02x +150
X

Anulando: ==> x=7500 unidades/sem.
En consecuencia para maximizar sus ganancias el fabricante debera vender 7500
unidades / sem.
El precio correspondiente serd: p(7500) =200 — 0.01.(7500) =125
p=125 $ / unidad

b)
Al establecerse un impuesto de 10 $ / unidad tendremos una nueva funciéon ganancia
G, talque Gi(x)=- 0.01x> +150x —20.000 —10x

G1(x) = - 0.01x> +140x —20.000

Repitiendo para esta funcion lo hecho en la parte a) del ejercicio:

a6, =-0.02x +140

dx

Anulando m——>  x=7000 unidades / sem.

El nuevo precio sera: p(7000) =200 — 0.01.(7000) = 130
p =130 $ /unidad
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El precio de venta ha aumentado $ 5.00 lo que te esta indicando que para obtener
maxima ganancia el fabricante trasmite al comprador la mitad del impuesto,
absorbiendo él , la otra mitad.

Las respectivas ganancias seran:

G(7500) = - 0.01 (7500)* + 150 (7500) — 20.000 = 542.500 $ / sem.

G1(7000) = - 0.01 (7000)* +140 (7000) — 20.000 = 540.000 $ / sem.

Ejercicio No. 20
Debemos minimizar la funcion costo total Ct en el intervalo [ 0, 300 ] .
Cr (x) = 2x + 217800
Bosquejemos la grafica de la funcion.
lim (2x + 207800y _ 4 o Cr (300) = 1326

x P> 0
Puntos criticos

dCr _, 217800 _ 2x? 217800
dx X2 X2

Anulando:  2x>—217800=0 ——> x=+330

I N I s

-330 0 & 300 330

En el intervalo [ O , 300 ] que es el que nos interesa , la funcion resulta
estrictamente decreciente y el minimo absoluto que buscamos ocurre para x = 300.
En consecuencia deberan transportarse 300 unidades.

El bosquejo de la funcidon es el indicado en la figura.

CT(X) A

1326 |-
0
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b) En este caso el intervalo de estudio sera [ 0,400 ] .

Bajo estas condiciones el punto critico correspondiente a x = 330 pertenece al
intervalo y por tanto corresponderd al minimo de la funcion segun el estudio de
signos hecho en la parte anterior.

Deberan transportarse entonces , en este caso , 330 unidades para obtener costo
minimo.

Ese costo sera de : Ct(330) = 1320.

El bosquejo grafico de la funcidn se indica en la figura.

oo A
1344, 5
1320
>
0 330 400 X
Ejercicio No. 21
2
Re
P(R)= —
(R + r)

a) Para que la potencia disipada en la resistencia de carga sea méaxima debemos

hallar el maximo de P(R) en el intervalo [0 , +0).
b) P(0)=0 limP(R)=0
R—p +w

Puntos criticos

P 2| (R+1)P? -R2(R+r) _ 2 -R2 412

R (R+1)* (R+1)*

dap _
dR

0 —=> -R*+r'=0 c——> R=r

Como la funcién P es continua y positiva en el intervalo , de acuerdo a los_calculos
realizados podemos afirmar que el punto critico es maximo.
En conclusion: “ La potencia disipada en la resistencia de carga es maxima

cuando ella iguala a la resistencia interna del generador”
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b) Con los calculos realizados en la parte anterior podemos bosquejar el grafico de la

funcion P.

El valor de la potencia maxima es:

82
Pmax. = T
P(R) A
&/ 4r
0 r >R

Nota

La expresion de la potencia disipada que te hemos dado en el enunciado del ejercicio
puedes deducirla facilmente .

La intensidad I de la corriente que circula por el circuito dado, es el cociente entre la
fuerza electromotriz € del generador y la resistencia total del circuito R + r.

Como la potencia disipada es : P =R.I* obtienes finalmente la expresion

R.g2

P=-——".
(R+r)2

Ejercicio No.22

|

a) Se cumple que :
1 1 1 ~ Rx
R x I x+R

(1)
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b) Bosquejaremos la grafica de Req. en el intervalo [0,+o0) .

lim Req =0 lim Req. =R

X—» OJr X —p 400
Derivando:

dReq._RX+R—X B R
dx (x + R)2 (x + R)2
dR
Sg. 9 +
dx —

0 /1
En consecuencia la funcién es monotona creciente y su grafico es el indicado en la

figura.

Req.(x) A

R

>
0 X
La Req del paralelo no supera entonces el valor R cualquiera sea el valor de la
resistencia X .

¢) Si 0< x <R tendremos como valor maximo de la resistencia equivalente a :

R
Req. max. Req.( R ) = E

1) Six =0 , de la expresion (1) ( parte a) ) se concluye que : Req=0 lo cual implica ,
desde el punto de vista eléctrico , cortocircuitar la resistencia X y por tanto la

resistencia R . El circuito correspondiente serd el de la fig.(1).

R
]
L |

R
[ ( ] [ 4 [ ]
\\ BJ
Fig. (1) Fig. (2)
X

i1) Si x —p +o de (1): Req= R .Eléctricamente significa desconectar la resistencia x

del paralelo. El circuito se ve en fig.(2) .
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d) R, R
——L ]
TI X
—t
[ ] 4 >.
A%
El valor de la intensidad de corriente I en el circuito viene dado por :
-V
Rl + Req.

Siendo R, la resistencia equivalente del paralelo formado por Ry x.

x.R

Como Req = iR obtenemos finalmente la expresion analitica de la funcion 1.
X+
\%
0=——2o @
Rl +
x+R

Para x =0 tendremos, usando la expresion (2) : 1(0) = R
1

Segin vimos anteriormente el segundo sumando del denominador de (2) es una
funcién monodtona creciente por lo que también lo serd la totalidad del denominador;
y consecuentemente la funcion I es mondtona decreciente.

Su valor méaximo sera precisamente I(0) lo cual nos permite afirmar que la resistencia
R, actiia como limitadora de la corriente maxima del circuito en caso de
cortocircuitarse la resistencia x .

El circuito en el caso x =0 seria el indicado en la figura.

R, R
L] 1}

o
Enelcaso x=0,R;=0 la corriente maxima tiende a o .

Ejercicio No.23

a) La superficie total de hojalata utilizada en el envase sera la suma de la superficie

lateral del cilindro mas el doble de la superficie de un cuadrado de lado ¢ .
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¢ ¢

h )
N

La superficie total S sera entonces : S=md.h+20° (1)

El volumen dado V establece una relacion entre las variables ¢ y h.
2
g
V= —h 2
4 (2)
Despejando h de (2) y sustituyendo en (1) obtenemos finalmente:
4
S@)= 4297 4>0

¢

A efectos que visualices como varia la funcién S bosquejaremos el grafico de ella.

limS (¢ )=+ limS (¢ )=+

ob—> 0" O—p + o S(9)

i, A
Puntos criticos

Derivando: ﬁ=—47V+4q) =4 —l_i_q)
_V 3
Anulando: o+ d®=0 = =3V
)

>
Sg.dv—_$+ 0 W [0}

do
0\4 W/

El punto critico resulta ser entonces el minimo absoluto de la funcion.

4 4
De la relacién (2) : _ AV v

La relacion E sera entonces: E = = i ~1.27

v
@ 7m3/ vy 7

b)Si V=11t=1000cm’ c——=> ¢=10cm h=2~127cm
T
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¢) El area de material desperdiciado es la diferencia entre el area del cuadrado de
lado ¢ y el area del circulo de didmetro ¢ .

. e . , 4V
La superficie total utilizada en el envase tiene area: S= —+ 2¢2

La relacion entre area desperdiciada y area total sera entonces:

2
@2—”3) 1—% 1—%
= = = 0.036
4—V+2d)2 4—V+2 6
d D3

(Recuerda que o =3V )

El porcentaje pedido sera de 3,6 %.

Ejercicio No. 24

V\G

~ <

IA
)
IA

Fo)= 4Me
cos@ + u.send

(NSRS

a) Efectuemos un bosquejo grafico de la funcién .
V4
F(0)=p.m.g F(E)=m.g

Puntos criticos
dF _ pm.g[—(—sen@ + ucosd)|
do (cos6’+,usen6’)2

Anulando: sen®@=pcos® = tgb=pu = 0O=Arctgpn
Estudiemos el signo de la derivada para clasificar el punto critico.

El signo lo determina el factor sen 6 - cos 6 = cos 0. (tg0 - )
En[O, %] , cos 0 > 0 mientras el factor (tg© - pu ) cambia su signo de negativo a

positivo.
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En definitiva:

sg & _T —

de ___ |

0 \ Arctg p / /2

El punto critico corresponde entonces al minimo absoluto de la funcion.

El bosquejo grafico sera el indicado en la figura.

F(6) A
mg
Fiin
>
0 Arctg pn n/2 0

El valor de la fuerza minima sera:

Fin= ~ HME L gebiéndose cumplir que tg 6 =p . Teniendo en cuenta que
cos@ + p.send
1 ,
cos® = ——— concluimos:
A1+ tg2 0
o Hum.g _ pum.g 3 [u.m.g o umg
m = =
cosf + psend cosO(1+ u.tgf) 1 ) (1+ﬂ2) 1+ 12

b) Paraelcaso: p=0.4, m=80Kg,g=9.8 m/s” obtenemos:
Fmin= 291,17 Nw = 30 Kg ¢ (kilogramo fuerza)
0 = Arctg 0.4 = 22°

Comentario.

En la parte b) del ejercicio has visto que si realizas una fuerza de aproximadamente
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30 kgr con un angulo de inclinacion de 22° , logras poner en movimiento el cuerpo
cuyo peso es de 80 Kg ¢ .

Sin embargo, si realizas esa misma fuerza de 30 Kgg horizontalmente ( 0 = 0° ) no
consigues moverlo ya que en ese caso la fuerza necesaria seria:

F(0)=p.m.g=0.4 (80)(9.8)=313.6 Nw =32 Kg ¢.

En realidad la fuerza atil F,; necesaria para mover el cuerpo es la componente
horizontal de la fuerza F.

Para el caso 0 = 22° el modulo de la fuerza util sera F,=30. cos 22°=27.8 Kge.
En resumen

Si F,=27.8Kgr el cuerpo comienza a moverse.

Si F=30Kg¢ con direccion horizontal , el cuerpo no se mueve.

En primera instancia puede parecer un contrasentido.
Sin embargo no lo es , y los resultados que obtuviste son correctos.
¢, Que ocurre en realidad ?.

Si dibujas el diagrama del cuerpo libre tendras todas las fuerzas que actian en el

problema .
Fr% Ll »Fu re— L1 pF
A i
@) (1)
En(I): Fiz=p(P-Fy) En(Il): Frz=puNo=pnP

Al variar el angulo 0 varian las componentes F, y Fy de la fuerza F

Si 6 aumenta desde 0° a 90°, F, disminuyey Fy aumenta, con lo cual disminuye

la fuerza N de reaccion del plano y consiguientemente disminuye la fuerza de

rozamiento F,.
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La fuerza de rozamiento es maxima para 0= 0y vale:
Froz (0)=0.4.(80).(9.8) =313.6 Nw = 32 Kgr
Para =22’ en cambio la fuerza de rozamiento vale:
Fy = 30.sen(22) = 11.24 Kgr P = 80 Kgr N = 68.76 Kgr por lo que
Fro(22°) = 4 (68.76) = 27,50 Kg;
En resumen:
En el caso (I):
F=30Kgs 0= 0° Froz =32 Kg¢ > F < F;o, ( El cuerpo no se mueve)
En el caso (II):
F=30Kg 0=22" F,=27.8Kgs Fr,=27.50 Kgy == F,> Fy,
(EI cuerpo se mueve)
En consecuencia la aparente contradiccion no es tal ya a la luz de que la fuerza de

rozamiento disminuye a medida que aumenta el angulo 0.

Ejercicio No. 25
Al aplicarle al cuerpo una fuerza de variacion sinusoidal de frecuencia o, la amplitud
de la oscilacion viene expresada por :

1

\/(CO(% - Cl)z)2 + CzCl)2

A(w) =

Se te pide que encuentres el valor de ® que maximiza la funcion amplitud A,
siendo ® = 0, valor de @ que se denomina “frecuencia de resonancia”.

Podriamos repetir razonamientos de ejercicios anteriores derivando la funcion A
buscando puntos criticos , etc.

Sin embargo , si observas la expresion analitica de la funcion ,veras que se trata de
un cociente con numerador constante , por lo cual para maximizarlo bastara
minimizar el denominador.

A su vez, para minimizar el denominador alcanza con minimizar la cantidad
subradical dada la monotonia de la funcién raiz cuadrada.

Esta cantidad subradical no es mas que una funcion cuadratica en o , de concavidad

positiva de la cual hallaremos la abscisa del vértice de la parédbola representativa.
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Tendremos entonces:;

foi-F e

do

= 2((05 ~w? k— 20)+2cr0 = 2(0(— 2(03 +20% + cz)

c c
Anulando:  @? = a)(% -2 = 0= a)g -2

2 2

La amplitud maxima de la oscilacion sera:

Amax. = =
' 2 2
2 ¢ 2 \/C (aﬂ_CZJ
2221 2| @
\/4 2 2 4

Ejercicio No. 26

b

Llamemos x e y a los lados del rectangulo de estiba de a&rea Ay a y b a los
espesores de las paredes.
Los lados del rectdngulo exterior seran entonces (x +2a) ¢ (y+2b) ysuareaS
valdra:

S=(x+2a)(y+2b) (1)

Las variables x e y estan ligadas por la relacion: x.y=A (2)

De(2): y=

> | >

Sustituyendo en (1) obtenemos finalmente la expresion analitica de la funcion S :

S(x)=(x+2a)(é+2b) x>0
X
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Bosquejemos el grafico de la funcién Sen (0, +).
lim S(x) = +o0 lim S(x) =+
x— 0 X —Pp 400

Puntos criticos

2 —_—
@ = (é+2b)+(x+2a)(—i) = M
dx X X2 X2

) ) , a
Anulando obtenemos en el intervalo de estudio la raiz xo = EA

ds _—f—l—
0o Nyo

De acuerdo a los calculos realizados el punto critico correspondiente a xo es el

minimo absoluto de la funcién , cuyo bosquejo es el que se indica en la figura.

N

0 X0 X

S(xo

De la relacion (2) obtenemos:

Vo= EA Los lados del rectangulo de estiba seran entonces . ;A y . EA .
a a

Puedes deducir que si las paredes son del mismo espesor (a = b) el rectangulo de
estiba y el rectangulo exterior serdn cuadrados.
b) Llamando S; a la superficie de piso ocupada por las paredes tendremos:

Si(x) = S(x) — A
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Como A es constante , resulta obvio entonces que el valor de x que minimiza S(x)
minimiza también S;(x).
¢)Para A=100m> a=b=0.20m obtenemos:
x=10m y=10m
Para el rectangulo exterior:

x+2a=1040m y+2b=1040m  S;=10.40"-100=8.16 m’

Ejercicio No. 27

V()= 80(1t3 —ét2 +4tj+1180 tenhoras,V en Km/h
913 2 27

a) Estudiaremos la funcién en el intervalo [0,5] ( de 17 horas a 22 horas ).

V(O)zliio ~ 437 Km/h  V(5)2363 Km/h

Puntos criticos

d—V=@(‘[2—5t+4) Anulando: t#—5t+4 =0
dt 9

Raices:t; =1 t,=4

V(1)=60Km/h V(4)=20Km/h

De acuerdo a los calculos realizados y siendo la funcién de tipo polindmico podemos
afirmar que el méximo absoluto se produce en t =1 y el minimo absolutoent=4.

b) El bosquejo grafico de la funcion es el que indica la figura.

V(t) XKm/ h)
60
43.7
36.3
20
>
0 1 4 5 t (horas)

Los resultados indican un transito fluido a las 18 horas que paulatinamente se va

enlenteciendo hasta las 21 horas y que luego comienza a agilizarse nuevamente.
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Ejercicio No. 28
Sea x el numero de apartamentos alquilados.
El numero de apartamentos no alquilados serd entonces: 150 —x .
Como el nimero de apartamentos alquilados disminuye linealmente a razéon de 5
apartamentos por cada 30 délares de aumento en el alquiler , la razon sera de 1 apto.
no alquilado por cada 6 dolares de aumento en el alquiler.
Los apartamentos alquilados tendran , cada uno , un alquiler de :
300+6(150-x) (USS)
Como se alquilan x apartamentos la ganancia total G se expresard analiticamente
como : G(x)=x.[300+6(150—-x)]=- 6x*+1200x con 0<x <150
La funcion ganancia es entonces una simple funcion cuadratica con concavidad

negativa. Busquemos su maximo , vértice de la parabola representativa.

Derivando: iG =-12x+1200
X

Anulando:  x =100

Como el valor hallado pertenece al intervalo de estudio , correspondera al maximo
absoluto de la funcion.

El bosquejo grafico de la funcion G es el indicado en la figura.

G(100) = 60.000 USS ~ G(0)=0 G(150) = 45.000 U$S

G(x)
A
60.000
45.000
0 100 150 >

b) EIl nimero de apartamentos alquilados sera 100 y el alquiler de cada uno de
US$S 600, y la ganancia total de U$S 60.000 .
¢) Si se alquilaran todos los apartamentos la ganancia seria de G(150) = 45.000 U$S

lo que implicaria una pérdida para la inmobiliaria de 15.000 USS .
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Ejercicio No.29
a) Nt =-t+ 6 +15t
Para estudiar la funcion en el intervalo [0,5] calculamos:

N(0) =0 N(5) = 100 (§j=—3t2+12t+15

Anulando: t;=5 tp=-1

2
d—lj =-6t+12
dt
Anulando: t=2
dN —+
- -
0 /V 5

La funcién es entonces creciente en el intervalo con tangente horizontal en el

extremox =5.

2
Sg. d7N

3 0
dt
0 2 5
De acuerdo a lo anterior la funcion presenta punto de inflexion en t=2 cambiando su

concavidad de positiva a negativa a medida que crece t .

El bosquejo grafico sera entonces:

N A
100
46
>
0 2 5 t

b) Puedes responder a esta pregunta observando la figura anterior o remitiéndote a

los célculos realizados.

Si imaginas las tangentes en los distintos puntos de la curva puedes concluir que las
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pendientes van aumentando desde t =0 a t =2 para luego comenzar a decrecer
hasta anularse en t = 5.

La maxima eficiencia ocurre entonces en t=2 o sea a las 10 horas de la mafiana
(hemos tomado t=0 a la hora 8.00 , comienzo del turno).

Si te remites a los calculos la derivada segunda estudiada en la parte a) no es mas
) ) ., . . dN
que la derivada primera de la funcion eficiencia e

Esta serd creciente hasta t=2 y luego decreciente presentando méaximo absoluto en
ese valordet.
¢) Para contestar la pregunta basta calcular:

dN dN
= (0)=15 =2 (5)=0
dt() y dt()

La eficiencia minima ocurre entonces en t=5 , hora 13 final de turno.
d) Como la eficiencia es una funcion cuadratica con concavidad negativa , el grafico
que se indica corresponde a una parabola.

dN A
St
dt()

27

15

Ejercicio No.30

a) Sean R, r yh las longitudes indicadas en la figura.
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El volumen del cilindro que pretendemos maximizar viene dado por la expresion:

V=nr’h (1)
Las variables r y h pueden relacionarse aplicando el teorema de Pitagoras en el
triangulo OAB.
2
Se cumplira entonces: R =t + (gj (2)

Llegado a este punto debes elegir expresar el volumen V en funcion de r o de h.
Para el primer caso deberias despejar h de la relacion (2) , lo que te conduciria a

introducir un radical en la expresion de V. Resulta mas conveniente a efectos de los

calculos despejar 1’ y sustituir en (1) expresando V como funcién de h .

2
. h o,
Obtienes entonces: 1 =R’ - (ZJ que sustituida en (1) te conduce a :

Vzn(th-h:) 0<h<2R
Puntos criticos
‘(11;/ =z( R? —i h?)  Anulando: h= %R
Sgd—v 0

TN S S
0/ %R\2R

El tnico punto critico en el intervalo corresponde pues al maximo absoluto de la

funcidon V de acuerdo a lo anterior.

Los correspondientes valores de r y V los obtenemos de las relaciones (2) y (1)

2 4 3
r=_.—R Viax. = ——R
\/; max. 3\/§

b) La superficie lateral S del cilindro sera:

S=2nrh

respectivamente.

La relacion entre r y h sigue estando dada por la expresion (2) de la parte a).
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2 _h?
4

2
Sustituyendo en (1): S(h)= 2nh ,|R? - h4 0< h<2R

Estudiemos la funcién en el intervalo indicado.

S(0)=0 S(2R) =0

Despejando r obtienes : r= /R

_ 2_ 2_ 2
ds:{ 4R%-h? +h 2h }:z“R h” —h
dh 2-J4aR2 _ 2 \J4R?% —h?

Anulando: 4R2 - 2h2 =0

Teniendo en cuenta que h >0, obtenemos h= J2R

ds

+ _
[ L
0 J2R 2R

Los resultados anteriores muestran que el punto critico hallado corresponde al
maximo absoluto de la funcién en el intervalo de estudio.

Delarelacion (2): r= —R = y Shax=2 T R

2 h
2 2

Repara en que , de acuerdo a los resultados, las dimensiones del cilindro de volumen

maximo no coinciden con las del de superficie lateral maxima.

¢) El porcentaje pedido sera : M.IOO
esf.
4R
En consecuencia: 3\53 100 = L.IOO = 58 %
47R 3
3
Ejercicio No. 31

Seanr, R,y h las indicadas en la figura .

El volumen del cono vendra expresado por: V = ;7[ r’h (1)
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El cono de volumen méximo debe tener su base en la semiesfera inferior pues todo
cono tiene otro con base simétrica respecto al plano diametral de la esfera 1. AC, en

la semiesfera superior , pero de menor altura , lo que permite variar hen [ R,2R].

A

R
h
R
) T B

N

La relacion entre r y h la obtienes aplicando el teorema de Pitagoras en el tridngulo
OCB . (h- R+ =R> (2)

Despejando r* de la relacién (2) y sustituyendo en (1) obtienes:

@)

V=;H[Rz—(h—R)Z].h=73[(2Rh2—h3) R<h<2R

Puntos criticos

av = E(4Rh—3h2) Anulando: h=0 hzﬂR
dh 3 3
Valores funcionales:
1 4 2
VR)=-rR> V(2R) =0 viirR)= 2 .R2
3 3 81
En consecuencia el maximo absoluto de la funcién corresponde a: h = iR .

22

De la relacion (2) el correspondiente valor de r sera: 1= ?R .

Ejercicio No.32

La funcidén demanda es: q=1000¢ 0.004p

6]
siendo p el precio por unidad y q la cantidad demandada por mes.
La utilidad del fabricante serd entonces: G=q.p ($/mes)

Sustituyendo q de la expresion (1) obtienes:

G(q)=1000pe 0%4P

Bosquejaremos el grafico de la funcion G para p >0 .
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1000p

G(0)=0 lim G(p) = lim 000

=0 ( ordenes de infinitos ) .

p—» +o  p—» +oo
Puntos criticos

iG - 1000( ¢ 0:004p _ p.0.004.e_0'004p) =1000 ¢ -9%4P(1-0.004p)

p

Anulando: 1-0.004p=0 ——=> p=250

Siendo positiva la funcion G el punto critico corresponde al maximo absoluto de la

funcion.

El bosquejo de la funcidén sera el indicado en la figura.

G(p)
A
Gmax
>
0 250 P
La cantidad demandada q sera:
q=1000¢ "%V _ 1000 ¢ ! = 367,88

Como la cantidad demandada no es un ntimero entero calcularemos la utilidad y el

precio , teniendo en cuenta el bosquejo grafico anterior, para q =367 y q = 368.

q =367 367 =1000e ~ 0% P — p = M;ZSO,@
0.004

G(250,60)=91.969,60

q=368  368=1000¢ "7 — p= _L()((())gfg) 249,92

G(249,92)=91.969,60
El precio de venta de los repuestos debera ser entonces de 249,92 $ /unidad para
obtener maxima ganancia.

unid. y las utilidades serdan de 91.969,60 i

mes mes

b) La demanda sera de 368
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Ejercicio No. 33

La ecuacion de la trayectoria es :
y(x)z%x2+(tg9 )X 0<6<
2vgcos O

a) La trayectoria sera parabdlica ya que la funcion y es cuadratica.

YA

Vo

hmax

0 alcance X

< >

b) Siendo vy y O constantes debemos hallar la ordenada del vértice de la parabola.

Derivando: @ = %x +tg6
dx  vicos 0
g vo
Anulando: 55 X= tgd —> x = 0 send cosd
vpcos 0 g

La altura maxima sera entonces:

-g Vgsenze cos? 6 v(% send cos@

hmax = +tgd
" ZV%COSZH g2 g
Operando obtienes finalmente:
V(Z)Sane
hpax = ————
2g

¢) Siendo O constante la altura maxima hy,,, sera entonces funcion cuadratica de v

El bosquejo grafico es el indicado. Himax

Vo
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d) Siendo ahora v constante , la altura maxima sera funcion de 6.

Bosquejaremos la funcion h 5 en el intervalo 0<0<n/2.

2
T Vo
h 0)=0 h —|=—
maX.( ) max. ( 2 ] 2g
Derivando:
2 2
dh = Y0 )5enf cosd = V—Osen(Zé’) ( Recuerda que sen(26) =2 sen6 cos0 )
do 2g 2¢g
Anulando: 6 =0 0=m/2

Como sen(20)>0 para 0<0<m/2,lafuncién es mondtona creciente en el
intervalo, con tangente horizontal en ambos extremos.

2 2 2

Calculemos la derivada segunda: d—}zl = V—OCOS(ZQ).Z = V—Ocos(26?)
do-  2g g
Anulando: 20=n/2 —=——> 0 =n/4
2
Sgd—g 0
do -
L * —
0 /4 w/2
vo

La funcién presenta punto de inflexion en 6=n /4 siendo su ordenada h (n /4 )=

El bosquejo grafico es el indicado en la figura.

h maxa

oV

NN
NN
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Alcance del proyectil

Para determinar el alcance L podriamos hacer y=0 en la ecuacién de la trayectoria y
obtener el valor de x correspondiente.

Sin embargo, teniendo en cuenta la simetria de la parabola respecto de su eje, puedes
deducir que el alcance es el doble de la abscisa del punto de altura maxima que
calculamos en la parte b) del ejercicio.

2 2
Por tanto: L=2"0seng cosd = V—Osen(ZH)
g g

Suponiendo vy constante L serd funcion de 0 siendo la expresion analitica de la

2
misma: L (6)= Yo sen(20)
g

Bosquejaremos el grafico en el intervalo 0 <0 < /2.

2 2
LO=0 L (n/2)=0 AL _ Y0 o5(20)2 = 20 cos(20)
dé g g

2
Anulando: cos (20)=0 ——=> O=m4 ——> L (n/4)="0
g

El punto critico hallado corresponde entonces al maximo absoluto de la funcion en el
intervalo.
En consecuencia se tendrda maximo alcance del proyectil cuando el angulo de
lanzamiento sea de 45°, para una velocidad inicial dada , siendo ademas proporcional
al cuadrado de la misma. 4
L(6)
2 S

Vo

0 T /4 /2
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Ejercicio No. 34

a) Como el gasto de combustible es proporcional al cuadrado de la velocidad

tendremos:
Ge=kv* () k>0
h
$
Sii v=40 ™ G.=1600 > @ — _ 1600 _ b
h h 40? km?

b) El gasto total en i sera la suma del gasto en combustible mas el gasto fijo.

Gr=k.v> +3.600 s

$ T :
Para obtener el gasto total en m es necesario dividir por la velocidad v.

3600 $

\% km

— Gr=kwv+

La velocidad més econdmica serd la que minimiza la expresion anterior para v > 0.
Bosquejemos el grafico de la funcion Gr,
lim Gp =+ lim Gp =+
+
v—» 0 v —»+o0

Puntos criticos

dGT Sk
dv V2 v

3600 kv —3600
N 2

Anulando:  kvZ-3600=0 ——> v= 361(00

Como k =1 concluimos que v = 60.
El punto critico hallado corresponde al minimo absoluto de la funcién en el intervalo
(0, +o0).

La velocidad més econdmica para el desplazamiento de la locomotora serd entonces

de 60 <™
h

El costo por kilometro sera: G (60) = 60 +@= 120 i
60 km
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El costo de un viaje de 1000 Km. ascendera entonces a $ 120.000 .

El bosquejo grafico de la funcion es el indicado.

Gr($/ kmA)
120 /
>
0 60 v(km / h)
Ejercicio No. 35

a) Tratemos de hallar la expresion p(0) siendo p el perimetro del tridngulo ABC.

C

0
0
R
AW B

Considerando el triangulo OMB: ZMOB = 20 (angulo central e inscrito

correspondientes ).

En consecuencia : MB =R sen (20) =——> AB =2 R sen (20)
Considerando el triangulo CMB :

MB _ Rsen(26) _ 2Rsené cos6

send send send

BC=

Finalmente entonces:
BC = 2Rcos(0)
El perimetro sera:  p(6)=2Rsen(20) + 2.2R cos® =2R ( sen(26) + 2cosO)
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Operando concluyes finalmente que:
p(0)=4R cosO (1 +sen 0)
b) Determinemos el méximo de la funcién p en el intervalo 0< 0< 7/2.
p(0) =4R p(n/2)=0

Puntos criticos

:112 = 4R[-send(send +1)+ cosd.cos O] = 4R(cos2 6 —sen? 6 —sen 49)

: 2 2
Teniendo en cuenta que cos™0 =1 —sen" 0 obtenemos finalmente:

dp_ 4R.( - 2sen’0 - send + 1)
do
+
Anulando: . - 2sen’0 - sen0 + 1=0 =——> sen9=1_2+8
Como 0<0< /2 sodlo tenemos la solucion senf = ; —> 0 :%

El valor funcional en el punto critico sera:
p (%)Z 4R cos%(sen% +1)= 3-3R

De acuerdo a los resultados de los célculos efectuados podemos afirmar que el
punto critico corresponde al maximo absoluto de la funcion.
El tridngulo de maximo perimetro es entonces el tridangulo equilatero.

El bosquejo del grafico de la funcion es el que indica la figura.

p(6) A

3.3R

4R

0 /6 /2
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Ejercicio No. 36

En el sistema XOY indicado en la figura la ecuacion de la curva descripta por el

chorro es: y= ixz (1)

2V%

2.00m

Las coordenadas del punto A seran: A (x,2-h).
La relacion (1) nos permitirda llegar a la relacion entre x y h para estudiar su

variacion.

Tendremos entonces: 2-h= %xz (2)
2V0

Sabemos que la velocidad de salida del liquido ( vo ) cumple vo=-/2gh , por lo que

sustituyendo en (2) obtenemos:

(2-h). 2(/2gn | =gx? Operando:  x° = 4h.(2-h)

finalmente y teniendo en cuenta que x > 0 obtienes:

x(h)=2+/2h-h®> (3) 0<h<2

Para maximizar x alcanza con maximizar la cantidad subradical , funcion cuadratica
con concavidad negativa.

Como 2h—h’*=h (2—h) susraices seran: hj=0 y h»=2 con lo que el vértice de
la parabola corresponde a h = 1 y el correspondiente valor de x es de acuerdo a (3)
x(1)=2.

En definitiva el tanque debe perforarse a una profundidad de 1m, lo que en nuestro
caso equivale a Im de altura desde el piso , y el chorro golpeara al mismo a 2m de la

pared del tanque.
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Ejercicio No. 37
M X N 100 - x B CARRETERA
||
d
A

a) El vehiculo tiene distintas posibilidades para ir desde A hasta B. Podria , por
ejemplo, ir directamente de A a B, podria efectuar el recorrido AMB o
eventualmente uno como el ANB.

Trataremos de determinar cudl de todos los recorridos posibles corresponde a tiempo

minimo de acuerdo a las velocidades dadas.

Llamemos:  v; =80 km velocidad en el terreno , v, = 100 k}rln velocidad en la

carretera , distancia MN = dyy = x  distancia NB=dyg =100 —x  dap=d = 36km

Aplicando el teorema de Pitigoras en el triangulo AMN tendremos: dan = /d? + x2

El tiempo empleado por el vehiculo en los tramos AN y NB seran respectivamente,

recordando que el movimiento es rectilineo uniforme:

d? +x? 100 — x
AN ——— INB =
Vl V2

La expresion analitica del tiempo total t en funcion de la distancia x sera entonces:

Jd? +x2 , 100—x

Vi V2

t(x) =

Estudiemos la funcion en el intervalo [0,100].

1 1
t(0)=i + 100 = 36 + 100 ~ ho7m ( corresponde al trayecto AMB)
Vi \b) 80 100

362 +100% _ b
80 B

t(100)= 19™ ( corresponde al trayecto AB)
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Puntos criticos

dt X 1

dx yd?+x? V2
Anulando: L—L =0 — V2.X7 Jd2+x2.ovi (D)
ViV d2 + X2

&)
Elevando ambos miembros al cuadrado y operando obtienes:

2.2
d“v +dv
V%XZ —V12X2 = d2V12 = x?= 1 = x= !

22
V3 — Vi V3 —vE

El valor negativo de x lo desechamos dado que so6lo estamos considerando el
intervalo [0, 100].
Te dejamos como tarea verificar que el valor hallado de x es raiz de la ecuacion (1).
36.(80)
100% - 807

Para los valores dados tendremos: x = =48 km.

El valor funcional correspondiente al punto critico encontrado es: t(48) = 1" 16™,
Dado que el punto critico encontrado en el intervalo es tinico , de la comparacion del
valor funcional en ¢l con los valores funcionales en los extremos del intervalo, que
habiamos calculado , concluimos que aquél corresponde al minimo absoluto de la
funcion.

En definitiva entonces, el tiempo de recorrido es minimo cuando el vehiculo recorre

el trayecto ANB siendo N el punto distante 48 km. del punto A.

b) El tiempo de recorrido sera: t=1" 16"

Ejercicio No. 38

a) ° A >VA 80 millas f
fig (1) VB

Tomemos t =0 a las 12.00 horas del mediodia.
La fig. (1) muestra la posicion de los barcos en t = 0.
La fig.(2) indica la situacion al cabo de cierto tiempo t , instante en el que

determinaremos la distancia d que los separa como funcion del tiempo t.
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Al P B

Supongamos que en el instante t el barco (I) que originalmente estaba en el punto A
se encuentra ahora en el punto P. Como el movimiento es rectilineo uniforme se
cumplird que : dap=va.t.

Andlogamente el barco (II) que inicialmente se encontraba en el punto B estar4 ahora
en el punto Q cumpliéndose que: dpqg = vg.t.

Aplicando el teorema de Pitagoras en el triangulo PBQ tendremos:

PB*+QB’=PQ° ——= (80-vat) +(vpt)Y=d’

Finalmente: d(t)= \/ (80—v At)2 + (VB‘[)2

Para minimizar la funcién d en el intervalo de estudio [0,+o), basta minimizar la
cantidad subradical a la que llamaremos y.

Operando: y= (Vi + VZB )tz —160v A .t + 6400

Como puedes observar se trata de una funcidon cuadratica de concavidad positiva.
Determinaremos el vértice de la pardbola representativa y si su abscisa pertenece al

intervalo de estudio correspondera al minimo absoluto que estamos buscando , de la

funcion.

Derivando: dy _ Z(Vi + V2B )t —160v

dt
; 80 VA
Anulando obtenemos como raiz el valor:  t= — 5> 0 €[0,4+x)
VA T VB

Siendo vp=20 nudos vg=25nudos ——> t=1,56h = h3gm

, . . , - h m
Los barcos se encontraran entonces a distancia minima a las 13~ 34 .

b) La distancia que los separa serd : d(1,56) =/(80—v4.1,567 +(vg.1,56)

d(1,56) 262,47 millas nauticas =115,707km.
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Ejercicio No. 39

D C
a) Como los circulos de centros A y C son de igual radio x , el maximo valor para
que aquellos no se solapen sera , como puedes observar en la figura anterior , la

mitad de la diagonal del cuadrado.

L

En consecuencia siendo el lado L del cuadrado de Im: Xpax = 5 7m

b)

7

El area a considerar se compone de dos cuadrantes de circulo de radio x y un

cuadrante de radio 1-x . Llamando A al area tendremos:
2
X 1 2
AX)=2| — [+—7ll—-Xx
(x) { 4 J ;7=

Operando: A(x) = —nx Ty +Z7r = Z(3x —-2x +1)

La funcién area es entonces una funcion cuadratica que estudiaremos en el intervalo

2

2
[0,7]-

7 =0.85

A(0)= = =0.78 A(f)=5_§ﬁ

z
4
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Derivando: an _ E(6x ~2)
dx 4

Anulando obtenemos la abscisa del vértice de la parabola.

x2=0 = x=_ Ay="
3 3 6
El bosquejo grafico de la funcion area es el indicado en la figura.
A(x)A
0.85

0.78
0.52 \

5 >
0 1/3 N2 X
2
i) El maximo de la funcién area se produce en el extremo derecho del intervalo
de acuerdo al bosquejo anterior , es decir en x =7 .
ii) El minimo de la funcion area se produce para x = 3
¢) Los valores maximo y minimo del area seran:
5-22 V4

Amax = 3 T Amin = g
Ejercicio No. 40

<+Xp

a A

Ana Col6 Herrera 181 Héctor Patritti



Aplicaciones de la Derivada — Capitulo 2 — Optimizacién — Resoluciones

a) El area A es la diferencia entre el area del rectangulo y la suma de dos cuadrantes
de circulo de radios x y a—x.

En consecuencia la expresion analitica de la funcion A sera:

2 Y
A = ab—| P @)
4
-mx?  mx ma’
Operando obtenemos: A(x)= + B +ab - e

Como puedes observar se trata de una simple funcidon cuadratica con concavidad

negativa que estudiaremos en el intervalo [0,a] .

7[.32 7[.32

A(a)=ab -

A(0) = ab -

Vértice de la parabola representativa de la funcion.

A —r.a?
dx 2 2 2 8
El bosquejo grafico de la parabola serd como el indicado.
A(X)A
A@/2) |
A(0) = A(a)
>
0 a/2 a X

. . (o . : . a
i) Eldrea A es maxima cuando los circulos son de igual radio :  x 25

ii) El area A es minima cuando uno de los circulos tiene radio a y el otro radio 0.

Amax. Amin.

b) Los valores maximo y minimo del area son:

—72'.32 72'.32
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Ejercicio No. 41
B
d
A k C
a b
0, 0,

A1 P Bl

+“—> <« >

X k —x

1) Llamemos L a la longitud total de la tuberia es decir a la suma de distancias
PA+ PB.

Nuestro problema es determinar la posicion del punto P para que la suma de esas
distancias sea minima.

Este es un problema que seguramente has resuelto en el curso de geometria como
una aplicacion de Simetria axial. Recuerda que la solucion consistia en simetrizar el
punto A ( o el B ) respecto de la recta A;B; considerada como eje de la simetria , y
luego unir su imagen con el punto B ( 0 el A ). La interseccion de esta ultima recta
con el eje te definia la posicion del punto P.

Resolveremos este mismo problema pero ahora analiticamente.

De acuerdo a la figura anterior tendremos que, considerando los tridangulos AA(P y
BB,P: dAp = X2 + 8.2 dBP = (k - X)2 + b2

Finalmente: L(x)= sz +a’ + x/(k - x)2 +b? 0<x<k

Calculo del punto critico

dL X (k - x)(— 1)
— = +

dx \/Xz—i-a2 \/(k—x)2+b2

(1)

X

’\/X2 + a2

En el triangulo AAP : cosfy =
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(k—x)

k—x)* + b2
(k—x)

En el triangulo BB, P: cos0; =

Sustituyendo en la relacion (1) tendremos:

dr = cos 01- cos 0, (2)
dx

Anulando la derivada: cos 01-cos O, =0 ——> cos0;=cos 0, (3)
Como 0;y 0 <m/2 laigualdad (3) implica 07 = 0,

Queda por clasificar el punto critico correspondiente a la condicion anterior de
igualdad de los angulos

Para ello podrias estudiar el signo de la derivada que hemos calculado o
eventualmente calcular la derivada segunda y ver su signo en el punto critico.

Sin embargo en el enunciado del ejercicio te hemos indicado que admitas que el
punto critico encontrado corresponde al minimo absoluto de la funcién en el
intervalo, como efectivamente ocurre.

2) Se te pide ahora determinar el valor de x correspondiente al punto critico anterior,
valor que permitird determinar la posicion del punto P o sea la ubicacion de la

bomba.

En el tridangulo AA(P:  tg 61:3
X

En el tridingulo BB1P : tg 0, = b
k-x
a b
Como 0;-0, ——> tg0;=tg0 —— —= 5
X -X
Finalmente entonces: Xp= ka
a+b

El valor de k se obtiene del triangulo ACB: k= 42 - (b- a)2 =

Xp= a (12—(}1)—21)2
a+b

3) Paralos valores dados: a=1,5km b=3km d=3,5km sededuce que:
Xp= 1,05 km

La longitud de la tuberia serd : L =5,5 km.
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Comentario
La igualdad de los 4ngulos 0; y 0, implica la igualdad de los dngulos @; y ¢, de la

figura. B

P e

La suma de distancias AP + PB es minima cuando se cumpla que : ¢; =, .

Si recuerdas que un rayo de luz que provenga del punto A y luego de reflejarse en el
espejo e deba pasar por el punto B, realiza el recorrido de tiempo minimo ( Principio
de Fermat), convendrds en que, como la propagaciéon se efectuia a velocidad
constante ese recorrido es el mismo que el de suma AP + PB minima .

En consecuencia la parte 1) del ejercicio no es otra cosa que una demostracion de la
Ley de la Reflexion de la luz ( angulo de incidencia igual a angulo de reflexion ) que

conoces desde tus cursos escolares.

Ejercicio No. 42

a) Como el costo de alambre es proporcional a la longitud , para minimizar el costo
bastara minimizar la longitud de alambre a utilizar.

Habiéndose determinado que se utilizaran tres tiros de alambre paralelos o sea de
igual longitud , en definitiva bastard minimizar el perimetro p a alambrar.

Llamando x ey a los lados del rectangulo como se indica en la figura, tendremos:

Pared del galpon (20 m )
. _________________ |

y|  A=100m?

p=x+2y (1)
Siendo el 4rea de 100 m” se cumplird que: xy=100 (2)
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1
De (2): y= 100
X
: 200
Sustituyendo en (1) : px)=x+ — 0<x <20
X
lim p(x) =+ p(20) =30
x—» 0"

Puntos criticos

200 x%-200

d_y_ ;

dx X2 X

Anulando: X" =200 —— x=+/200 214,15 m

. - . . d
Para clasificar el punto critico estudiamos el signo de @

dx

sg 9P

S

0 \m/ 20

El punto critico corresponde pues al minimo absoluto de la funcion en el intervalo.

De (2): y=@57,07m ——> p=2830m
X

b) Como se utilizan 3 tiros de alambre la longitud total de la misma serd : L = 85 m.

Como el rollo de alambre de 1000 m cuesta U$S 35 el costo total del alambre del

corral ascendera a aproximadamente 3 US$S.

Ejercicio No. 43
a) Tratemos de expresar el volumen V del bebedero en funcion del angulo 6.
Base
0
h
0
0.40
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_ 0.40+(0.40+2a)
2

La superficie S del trapecio base es: S h (1)

Refiriéndonos a la figura anterior podemos escribir:

senezi ——> h=040sen9
0.40
a
cos 0= ~ a=0.40cos 0
0.40

0.40 +(0.40 + 0.80 cos @)
2

Operando: S (0) = (0.16 + 0.16cost9)sen9

0.40sené

Sustituyendo en (1): S(0) =

Finalmente y teniendo en cuenta que el largo del bebedero es de 3m tendremos:

V (0)=3. (0.16+0.16c080)send (m’) (2) osesg

Los valores en los extremos del intervalo son :
T
V(0)=0 V(§)=0.483
Puntos criticos

(f;/ =3 [— 0.16sen® 6 +(0.16 + 0.16cos9)cos9J

Operando: ;g/ = 3.(0.16){— sen? @ + cos@ + cos> HJ =0.48 (2 cos? 0+ cos — 1)

—1+-/9
4

Anulando: 2cos2 O+cos0-1=0 ——> cosO=

T . 1
Como0<06< 5 serd cos 6 >0 y por tanto la solucion es : cos 0 =—

T

— 1
0 = Arcos (—).=
273

Hemos encontrado un tnico punto critico en el intervalo , cuyo valor funcional es
segun la relacion (2) : V(% )=3 (0.16 + 0.16cos73r) sen% ~0.623 m’

De acuerdo a los resultados el valor de 0 hallado corresponde al maximo absoluto de
la funcion.

b) El volumen del bebedero serd aproximadamente de: 623 lt.
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Ejercicio No. 44
a)

Llamemos x e y a las dimensiones de cada una de las seis subdivisiones iguales.
El area total cercada A sera : A =3x.2y=06xy (D)
Maximizaremos el area A sabiendo que la longitud total de cerca L es de 100 m.
L=6x+6y ——> 6x+6y=100 (2)
Despejando y de (2) y sustituyendo en (1) obtenemos la expresion analitica de la
funcion A de variable x.
A(X)=x (100 — 6x ) =-6x"+100x x>0
Se trata de una simple funcidon cuadratica de concavidad negativa de la que

hallaremos su maximo.

Derivando: d—A =-12x+100
dx

Anulando: x = @ = é De (2): y= @ = é
12 3 6 3

2
El area maxima sera: Apax= A(35 )=417 m’

Observa que se obtiene area maxima cuando las subdivisiones son cuadradas.

25 2
b) El area de cada subdivision serd : Ay = 35 35 ~69.5 m?

Ejercicio No. 45
a) Tratemos de expresar el costo total de produccion en funcidon del nimero de
maquinas que habra que poner en funcionamiento.

Costo total = costo de funcionamiento de maquinas + salario del supervisor
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El costo de funcionamiento C¢ de las maquinas, llamando x al nimero de ellas sera:
Ce =20x USS

Como el salario del supervisor es de 4.80 U}?S deberemos calcular la cantidad de

horas de funcionamiento de las x maquinas para producir 8000 juguetes.
Como cada maquina produce 30 juguetes por hora, las x maquinas producirdn 30x

juguetes por hora.

Para producir los 8000 juguetes necesitaremos horas.

30x

4.80.8000 1280
30x X

En consecuencia el salario del supervisor sera: Cg= USS.

Finalmente entonces:

Ct(x)=20x +@ U$S
X

Para contestar la pregunta del ejercicio deberemos hallar el valor de x que hace
minima la funcion costo en el intervalo (0,15] .

Efectuemos los célculos necesarios para bosquejar la funcion.

dCr _ 1280

X X2

lim C(x) = +o0 Cr (15) = 385,33 US$S

Anulando la derivada obtenemos como punto critico en el intervalo:
20 x> 1280 =0 —> x=8 —=> (1 (8)=320
Los resultados anteriores indican que el punto critico corresponde al minimo
absoluto de la funcion.
El bosquejo grafico es el indicado en la figura.
En consecuencia deberan funcionar
Cr(x), 8 maquinas y el costo total sera
de 320 USS.
320

A 4
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b) El niimero total de horas de funcionamiento de las maquinas para cumplir con el

_ 8000

~ 33hpm
30.(8)

pedido seré de : n

El salario del supervisor sera de :

_ 8000
30.(8)

¢) El costo de funcionamiento de las 8 maquinas necesarias sera de:

Cr(8)=20.(8) = 160 US$S

Cs 4.80 =160 USS

Ejercicio No. 46
a)
~y, ~
A
y E Escalera de longitud L

1.5m| /

BIm C x D

Tratemos de expresar la longitud L de la escalera en funcién del angulo 6

indicado en la figura.

En el triangulo ECD :  tg 0= 15 (1)
X
En el tridngulo ABD :  cos 0 = IJIZX 2)
1+ 1?9
De (1) y (2) obtenemos : L = g
cosd
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1.5+tg0
send

Finalmente : L(6) = 0< 0< i

Estudiemos la funcién L en el intervalo indicado.

lim L(0) =+ o0 lim L(6) = + o
o—» 0" o—> T
2

2
Derivando - dL _ (1+tg 9)sen6?—(21.5+tg¢9 )c0s0
sen“@

Anulando: (1 + tg29 )senO=(1.5+tg6)cosO

— (1+1g70)tg8~tg0+1.5 == g’ 0=15

> 0 = Arctg 31.5 = 0.85rad. = 49°

Siendo continua la funcion en el intervalo los resultados obtenidos permiten afirmar

que el punto critico hallado corresponde al minimo absoluto de la misma.

La longitud de la escalera seré : Lyin=3.51 m

b) La altura “y “ de apoyo sobre el galpén la calculamos del tridangulo ABD.
y=Lsen6 =2.65m

¢) El apoyo de la escalera sobre el suelo distara de la cerca una distancia x que

calculamos considerando el triangulo ECD.

X = 1—5 =130 m
tgd

Comentario.

Podrias haber resuelto el problema considerando una variable diferente del angulo 0,
por ejemplo la distancia x . Obtendrias de este modo una expresion L(x) que te
conduciria a célculos mas laboriosos al momento del calculo de la derivada.

Te sugerimos de todos modos que intentes obtener la expresion L(x) y corrobores lo
que afirmamos.

La eleccion de la variable adecuada para dar solucion a un problema de optimizacion
suele en muchos casos ser de importancia relevante ya que el estudio de la funcion

puede presentar dificultades de calculo muy distintas segun la variable utilizada.
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Ejercicio No. 47
a) El costo total C de instalacion serd la suma del costo Cy del tendido bajo el rio

mas el costo C, del tendido en tierra.

Tendremos:

Ci=ny C; en (U$S) n en (Uris) y en (metros)

Cy=p.(dj—x) C; en (US$S) P en (Lﬁ) (d; —x) en (metros)
m

Central

A x P I Fabrica 1 I Fabrica 2
d

d2
El costo total de instalacion sera:
C=ny+p(d—x)
Aplicando el teorema de Pitagoras en el tridngulo de la figura tendremos:
y= a’+x°

Finalmente entonces la expresion analitica de la funcidn costo sera:

C(x)=n a? +x% +p (d; —x) 0<x<d

Efectuemos los calculos para bosquejar el grafico de la funcion en [0, +00)

C(0)=n.a+p.d, C(d)) =n Ja?+d} lim C(x) = +o0
Puntos criticos. X —p +00
Derivando: e x p
dx a+x°
Anulando: = p = nx=p. a +x°
a’ +x2
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Resolvemos la ecuacion elevando ambos miembros al cuadrado obteniendo:

p.a a a
= = = (1)
\/nz—p2 (ng_l \/r2—1

p

X

siendo r=— larelacion de precios de tendido bajo el rio y en tierra.
p

Te dejamos como ejercicio verificar que el valor de x hallado es efectivamente raiz
de la derivada y que no ha sido introducido por la elevacion al cuadrado realizada.

Es razonable pensar que en general n > p , por lo que en el enunciado del ejercicio
nos hemos limitado a este caso.

El caso n = p no necesita mas que simples consideraciones geométricas. En efecto,
en este caso el costo minimo es equivalente a distancia minima entre la central y la
fabrica , por lo que el tendido deberia hacerse totalmente bajo el rio uniendo
directamente la central y la fabrica con un tendido rectilineo.

Como puedes deducir de la expresion (1) el valor de x correspondiente al punto
critico depende del ancho a del rio y de la relacion de precios r.

Nos queda atn por clasificar ese punto critico. Para ello haremos uso de la derivada

segunda de la funcion.

d*c ol a2 152 X.X - a’
5 = Sl P R S
dx N/a2 +x° a’ +x2
—> d%C » .
> 0 Vx El punto critico corresponde entonces al minimo
dx

absoluto de la funcidn en el intervalo de estudio.

El bosquejo de la funcidn es el que se indica siendo x¢ la abscisa del punto critico

C(x) A
C(0)
>
0 X0 X

Ana Col6 Herrera 193 Héctor Patritti



Aplicaciones de la Derivada — Capitulo 2 — Optimizacién — Resoluciones

Debemos distinguir dos casos segin que d; sea mayor o, menor o igual que X

1) di<xg

En este caso como puedes concluir de la figura anterior , el minimo de la funcion
costo se produciria en x =d; o sea el cable iria directamente de la central a la fabrica
bajo el rio.

2) di>xp

En este caso habré parte bajo el rio y parte bajo tierra y la posicion del punto P queda

p.a

determinada por el valor x = .
n? — p>

b) Utilizando los valores dados: a= 500 m , d;=2500 m , n =50 L% ,p =30 U;$S
m

m
obtenemos: X0 =375 m y el costo minimo sera: C(375) =95.000 USS
¢) Como d; = 4000 m > x( seguimos estando en el caso 2) y la posicion del punto P

permanece invariable.

El costo minimo de instalacion es este caso sera: C(375) siendo la funcion costo :
C(x)=n Va? +x% +p.(dy —x) =95.000 + p (ds — dy)

Finalmente: Chmin = 140.000 USS

Ejercicio No. 48

Llamemos (I) a la parte semicircular y (II) a la parte rectangular.

La iluminacién Ejque permite pasar la parte (I) sera proporcional a la superficie Sj.
Tendremos entonces: E;=k S;  siendo k una constante positiva.

La iluminacién que por m’ permite pasar la parte (II) serd doble que la de la parte (I).

En consecuencia: E;p =2 k Sy

II h
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2
E1=kf§f Ep=2kah
ra’
Llamando E a la iluminacion total: E= kT + 2.k.ah (1)
El perimetro p de la ventana estd dado por: p=a+2h+ % 2)

Despejando h de la expresion (2) y sustituyendo en (1) obtenemos la expresion
analitica E(a).
2 T a2

E(a)Zk(”:era—aZ-

Finalmente: E(@)=k[-(1+ 387T) a’ + p.a] a>0

Como puedes observar se trata de una funcion cuadratica con concavidad negativa.
Hallaremos el vértice de la parabola representativa para corroborar si se encuentra en
el intervalo de estudio.

Derivando: dE =k| - 2(1 + 37[) a+p
da 8

4
Anulando: k| — 2| 1 + 3 a+p|l=0 —> a=( jp;O.23p
8 8+3rx

Como el valor de a es positivo la ordenada del vértice es el maximo absoluto

buscado.
. 44

Sustituyendo en (2) obtenemos: h=| —— |p= 0.20p

2(8+37)
La relacion entre el ancho a y la altura h sera de: a_ 8 =112

h 4+rx
Ejercicio No. 49
a) Llamemos L a la longitud del segmento AB.
De acuerdo a la figura (1): L=AQ+ QB
Considerando los tridngulos ARQ y QSB tenemos:  AQ = d QB= dz
cos@ send
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= Lioy=4 ;& 0<o<”
cos@ send
A R P
dli 0
iQ S
0
B
d
2

Para bosquejar el grafico de la funcion L en el intervalo de estudio calculamos:

imL (0)=1lim (dl b & j = o0 lim L (0) =lim (dl ;B2 j = 40
cosf send cos@ senld

o>0" o> 0 o>~ o>~

2 2

Puntos criticos

dL _ dysenf dpcosd _ dlsen3¢9 - d200339
df  cos’0  sen’d sen’6 cos20

Anulando:

dlsen39 = dzcos36? = tg36 = ‘31? = 0 =Arctg i/g

Siendo la derivada continua en el intervalo de estudio, de acuerdo a los resultados

obtenidos podemos afirmar que el tinico punto critico hallado corresponde al minimo

absoluto de la funcion.

Llamando 6, a la abscisa del minimo, el bosquejo grafico de la funciéon es como se

indica en la figura (2). A
L(6)

L(6,)

0 0o /2 0
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b) Aplicando el resultado obtenido en la parte a) con los valores dados:

2
di=2.5m d,=2.0m obtenemos 6,= Arctg 3 55 =~ 0.75 rad.

El correspondiente valor funcional serd: L( 0.75)= 6,36 m
La longitud del cafio para que pueda pasar por el corredor debera ser menor que el
minimo hallado y como su longitud es multiplo del metro , la mayor longitud de cafo

que resuelve el problema es de: L =6m .

Ejercicio No.50

Fig (1)
a) Debemos determinar la posicion del punto A para que la suma de las areas del

cuadrado construido con el segmento BA y la circunferencia construida con el

segmento AC , sea minima.

Cuadrado
2
Lado L=x Area A= (L X)
16
Circunferencia

2
Longitud delacfa. =2nR=x =—> R= 2i —> Area A= aR? = ﬂ(zxj
V4 T

El area total a minimizar serd entonces:

(L - x)2 x2
= ~ 7 4+
16 4r
Operando obtenemos finalmente:
2
A(x) = L+i X2—£x+L— 0<x<L
47 16 8 16

La funcidn érea es entonces una simple funcion cuadratica de concavidad positiva.
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Busquemos el vértice de la parabola representativa de la funcion.

dA 1 1 L
= 7+i X -—
dx 27 8 8

Anulando obtenemos: xvy = i L
4+
Siendo 2 <1 laabscisadel vértice de la parabola pertenece al intervalo [0, L].
+7

El bosquejo grafico de la funcion es el que indica la figura.

AR

A(L)
A(0)

Amin \\

0 Xy L X

De la expresion analitica de la funcion Area obtenemos:

2 2 2
L L L
A(0)= — AL)= — A =
© 16 L 4r M6+ Ar

En definitiva para lograr drea minima deberemos efectuar el corte del alambre en el

punto A tal que la longitud del segmento AC, fig.(1), sea 1 L.
+7
) L
El lado 1 del cuadrado sera: 1=
4+
) ) ) , L
El radio R de la circunferencia sera: R =
8+ 27

b) El valor maximo de la funcion area, como puedes deducir de la fig (2), ocurre en

el extremo derecho del intervalo, es decir para x = L. Deberia entonces construirse

. ) ) L
solamente la circunferencia de radio R —2— .
T

Si se exigiera necesariamente cortar el alambre, es decir construir algun cuadrado, el

problema del maximo carece de solucion.
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Ejercicio No. 51
P
r | A Q medio I
P’ X medio II
A\
Q
Fig (1)

Trataremos de expresar el tiempo que demora la luz en recorrer la trayectoria PAQ
segun las distintas posiciones del punto A, para luego determinar la condicién de
minimo.

A tales efectos llamaremos: dppr =a  dgg'=b  dp o =d siendo P"y Q' las
proyecciones ortogonales de P y Q sobre la recta r, respectivamente.

De la figura se concluye que: £ APP" =6, Z AQQ'=6;.

Sean ademds vy v, las velocidades de la luz en los medios I y II respectivamente,
y x=dp o que nos permitird ubicar la posicion de punto A sobre la recta r o sea
identificar las distintas posibles trayectorias de la luz para ir de P a Q.

Siendo t; el tiempo que demora la luz en recorrer la distancia PA, t; el que demora
en recorrer la distancia AQ, y recordando que el movimiento es rectilineo uniforme

tendremos:

d d
V= YPA V, = TAQ (1)
5] ty

Aplicando el teorema de Pitdgoras en el tridngulo PP'A: PA = a? +x2

Siendo AQ"=d-x volviendo a aplicar Pitdgoras ahora en el tridngulo AQQ" :
AQ= /b%+(d-x)
De las relaciones (1) , las expresiones anteriores, y llamando T al tiempo total de

recorrido concluimos:
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2.2 2 2
b d-
Finalmente: T(x) = \/a \j XL J +(d—x)

1 Va

Puntos criticos

Derivando: d—T = x - @-x (D
X vpla?+x? Vo b? +(d-x)?
Del triangulo PAP’ obtenemos: sen 61=$
aZ + x?

d-x

6% +(d - x)?

Del triangulo AQQ" obtenemos: sen 0, =

Sustituyendo en (1) obtenemos:

dT _senB; senf,
dx Vl V2

sen0;  sen0, o sen0; V)

La anulacién de la derivada exige entonces: =
Vl V2 sen92 V2

Tenemos entonces que la derivada de la funcion se anula para aquellos valores de x
para los cuales se cumple la relacion anterior.

Trataremos de mostrar que ese valor de x es unico y que es interior al intervalo [ 0,d] .
Deberemos ademas justificar que ese punto critico corresponde al minimo absoluto
de la funcion.

Variemos x entre 0 y d. A medida que x aumenta , aumenta el angulo 0; en forma

monotona y disminuye el angulo 0,.

d
., no , .2 32
La expresion Tl aumenta monotonamente desde el valor 0 al valor aV+d
1 1
d
. ., senB, .. . , b2 +42
mientras la expresion 2 disminuye mono6tonamente desde el valor NbZ+d” al

2 V2
valor 0.

Como podemos observar en la figura (2) existe entonces un unico punto de corte X, .
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senf, «—— | _ i send);

0 XC d X
fig (2)

De la figura anterior puedes concluir que:

sen0; sen0,

vx / 0< x <x¢

Vi V,
senb) > send, Vx / x.<x<d
Vi V,

El signo de la derivada serd entonces:
dT
Sg —

x o=k
O\XC/d

El punto critico corresponde entonces al minimo absoluto de la funcion en el

intervalo.

El fendémeno Optico que has estudiado en este ejercicio se conoce como “Refraccion

., send V,
de la luz” y la relacion L L ge conoce como Ley de Snell o de la
senf, V,
Refraccion.
. senf; n, .
Esta ley suele expresarse también en la forma ——=—= siendo n; y n, los
senf, n

llamados indices de refraccion de los medios en que se propaga la luz y definidos

como cociente de la velocidad de la luz en el vacio y en el medio considerado.

Comentario
Has utilizado en la resoluciéon de este ejercicio , segun te indicdbamos en el

enunciado, el Principio de FERMAT de tiempo minimo .
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Pierre Fermat (1601- 1665) fue un abogado francés que se dedic6 a las matematicas
como aficionado realizando aportes verdaderamente notables para el desarrollo de
esta ciencia.

Suele considerarsele, junto a Descartes, como creador de la Geometria Analitica.

Sus métodos para hallar tangentes a las curvas y para hallar maximos y minimos de
funciones , antes de la invencién de los conceptos de limite y derivada , permiten

considerarlo como precursor de Newton y Leibnitz en la creacion del calculo

diferencial.
Ejercicio No 52
a)
F
d 0 |h
A — 1 0O r=2m
\

Fig,(1)
La iluminacién E en el borde del estanque estd dada por:

_IcosO
= 2

E (1

Del tridngulo AOF , fig (1) podemos deducir: ="'

send

Sustituyendo en (1) obtenemos la expresion analitica de la funcién E .

2
E(O)ZICOSG;CHG OSOS%
r

Bosquejemos el grafico de la funcién en el intervalo.
T
E0)=0 E(E =0

Puntos criticos.

dE 1

(—sen36 + 2send 00526) = Isend (—sen26 + 2cos26)

Derivando: =
doe r2 1,2

Finalmente , aplicando la formula fundamental de la trigonometria obtenemos:
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dE = Isenf 2- 3sen26)
do 2
Anulando: sen =0 0=0
sen O =

0= Arcsen\E =0,

El punto critico interior al intervalo correspondiente al valor 6, es entonces el
maximo absoluto de la funcion.

El bosquejo grafico de la funcion E es el que indica la figura.

E0)4

E(8,

T 0
2
0,2 0.95 rad = 54,5

Del tridngulo AOF de la fig.(1) se tiene: h = -

h= o . 2
tg0, tg0.95

tgo
Para maxima iluminacion la altura h de la 1ampara debera ser entonces:

=1,41m

b) Para I =500 candelas : B = 500(058)(2/3)

=~ 48 lux
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Ejercicio No. 53

a) El valor maximo I, de la intensidad de corriente I que circula en el circuito es :

IOZ\;) siendo V,, el valor maximo del voltaje V y Z la impedancia del circuito

dada por la expresion 7= \/Rz +(Lo - C1)2
®

En consecuencia la expresion buscada es:
I(w) = Yo 1
\/ R+ (Lo-—)
Co

b) Dado que el voltaje V, es constante, para maximizar [, bastard minimizar el

denominador, para lo que basta minimizar la cantidad subradical.
A su vez es facil ver que para minimizar la suma basta anular el segundo sumando.

) .. ) 1
En consecuencia la condicion de minimo es: Lo = — .

Co

. . 1
La corriente I se maximiza entonces para o = c =——

JLC

Al valor de ® hallado se le conoce como “frecuencia de resonancia”.

0) Z(®) = \/R2+(Lo)—l)2 >0
Co

lim Z(w)=+o0 lim Z(w)=+o0

o> 0 o» +o

Zmin:\/g =R

El bosquejo grafico es el indicado.
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Ejercicio No. 54
La energia gastada por el pez esta dada por la expresion:

k 3

E(v)= &4 v>u>0

v-u
siendo k ,d y u constantes positivas.
a) Veamos los puntos criticos de la funcion E .

200 N _ 3 2 _
Derivando : C N AR “)2 A k.d.M

dv (v—u) (v-u)

Anulando: v= 2u

Debemos justificar que este inico punto critico perteneciente el intervalo de estudio

corresponde al minimo absouto de la funcién.

Para ello estudiemos el signo de la derivada iE
v

A 0
o S
u\3/2/1

Para minimizar su gasto de energia el pez debe nadar a contracorriente a una

velocidad v =1.5u es decir debe superar en un 50% la velocidad de la corriente.
b) Para bosquejar el grafico de la funcion E calculamos:

Dominio: D(E) = {v,v e R, v > u}

lim E(v) = 400 lim E(v) = 400
v—u v —» +o0
A
E(v)
27
Enmin = deuz
Emin
>
0 u 32
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Ejercicio No.55

Pretendemos en este ejercicio minimizar el costo total anual de inventario de la
empresa que utiliza 1000 cajas de transistores, los cuales compra a la fabrica a razéon
de 50 USS la caja.

A su vez el costo de envio de la fabrica a la empresa es de 40 USS por envio.

La empresa que ha estimado en 2 US$S el costo anual de almacenamiento por caja se
enfrenta con el problema de decidir cuantos pedidos debe realizar al afio.

El costo total puede expresarse como:

Costo total = Costo de compra + costo de envio + costo de almacenamiento
Llamemos x al ntimero de cajas por envio y estudiemos cada uno de los costos

anteriores separadamente.

Costo de compra C. (anual)

Como se necesitan 1200 cajas al afio y cada una cuesta 50 U$S tendremos:
C.=1000.50=50.000 USS

Como puedes observar este costo es independiente de la variable del problema por lo

que en economia se le denomina costo fijo.

Costo de envio C,. (anual)

_ Costo envio N°pedidos

¢ pedido = afio

Como se compran 1000 cajas al afio y cada pedido contiene x cajas el numero de

pedidos al afio sera: 1000 .
X
1 4
En consecuencia: C.=40. 000 _ 40000 UsS
X X

Costo de almacenamiento C, (anual)

Tratemos de ver con algun detalle este costo que no resulta tan sencillo de calcular
como los anteriores.

Cuando un pedido llega a la empresa , las cajas se almacenan y los transistores se van
retirando a medida que se utilizan hasta agotar el stock, momento exacto en que

suponemos llega el segundo pedido y asi sucesivamente.
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Hemos admitido en el enunciado que los transistores se utilizan a ritmo constante , es
decir, que el nimero de cajas va disminuyendo linealmente hasta agotarse.

La figura siguiente ilustra la situacion.

N° transistores

A

ANEANEAN
N

0 | ler.pedido t; 2do.pedido t; 3er. pedido t3 tiempo

Como puedes observar en cada pedido hay cajas que permanecen almacenadas
menos tiempo que otras, es decir hay cajas que, por decirlo de alguna manera, pagan

menos almacenamiento que otras. Parece razonable pensar que todo ocurre como si
. X . N
tuviéramos 5 cajas almacenadas durante todo el afio.

De hecho es admisible que en primera instancia te resistas a admitir como cierta la
afirmacién anterior . Cuando en el curso sobre Integrales estudies el teorema del
valor medio de una funcién en un intervalo, podrds matemdaticamente comprobar la
veracidad de la afirmacion que hemos hecho .

Con esta salvedad te pedimos que admitas que la afirmacion es correcta.

Finalmente entonces: C,=2 US$S

X

2
Los dos ultimos costos calculados, a diferencia del primero, dependen de la variable
X ; son los que en economia se denominan costos variables.

En definitiva, el costo total de inventario sera:

2 40000
+ J—

Cr(x)=x +50000  0<x<1000

Bosquejemos el grafico de la funcién costo total.

lim Cp(x) =+ Cr (1000) = 51040
X—p 0"
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Puntos criticos
dC
T _
X X

Anulando: x = /40000 =200

40000
2

Derivando:

El valor de la derivada segunda en el punto critico hallado nos permite clasificarlo

rapidamente.
2 2

d CzT _ 800300 d CzT (200) = 800030 20
dx X dx 200

El punto critico corresponde entonces al minimo absoluto en el intervalo.

El nimero de cajas por pedido debera ser entonces de 200 .

Cr(x)

|

51040

50200

0 200 1000 X

Como has visto en la determinacion del punto critico la componente correspondiente
al costo fijo no ha intervenido pues al ser independiente de la variable su derivada es
nula. Para optimizar un costo basta entonces optimizar solamente los costos

variables.

b) Como se necesitan 1000 cajas

deberan realizarse entonces 5 pedidos.

ano

El costo de cada pedido ascendera a: 200 .50 + 40 =10.040 US$S

El costo anual total asciende a: 10.040 . (5) =50.200 US$S
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Ejercicio No. 56

a) Costo de combustible C¢ ([iils)

. UsS
por el precio en I

Multiplicando el consumo de combustible en

U$S

hora

hora

tendremos el costo de combustible en

2

\% Us$S
Ce=(10+ —).(0.5
c=( 250)( )

hora

UsS L . .
Debemos ahora expresarlo en E— para lo cual basta dividir la expresion anterior

por la velocidad v dada en

hora
1
Finalmente entonces: Cc= (—O + L) .(0.5) U$S
v 250 km
b) Costo de salario Cg Uss
km
Como tenemos dado el salario en UsS y lo deseamos en Uss debemos dividir el
hora km
primero por la velocidad v .
En consecuencia: Cs= S U;SS
v km
Costo total por km
10 v 5 U$S
Cr=(C+—2).(05)+— — 1
T(V 250)( )V . (1)

¢) La velocidad mas economica es la que minimiza la expresion (1) en el intervalo
[45,90] .

Valores en los extremos:  Cp (45)=0.31 U$s Ct1(90)=0.29 U$S
km km

Puntos criticos

Derivando: dCT: _10+ ! 0.5-
dV V2 250

5 0.5v% —2500
v2 250v2
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Anulando: v = +/5000

dCr
dv

Sg
- £+_
45 \M/ 90

El punto critico corresponde pues al minimo absoluto de la funcion en el intervalo.

La velocidad mas economica es entonces: v = /5000 = 70,711 .

El costo minimo por km. es: Ct (+/5000) = 0.28 [iils

El costo total del viaje de 400 km serd: C =0.28 (400) = 112 USS
d) Costo salario.

Cs=>.400= >

v /5000

Costo de combustible.

Co= (104 Y 05,400y = L0, 500015 5 400y = 83 USS
v 250 5000 250

e) La funcion costo total cambia en este item pues el costo de salario aumenta

400=29 USS

debido a la presencia de la segunda persona.

Tendremos ahora: Cr= [10 + Vj.O,S + 7
v 250 \%

7 0.5v* -3000
v2 250v2

Derivando: dCr = _10+ ! 0.5-
dV V2 250

Anulando: v = /6000

El punto critico sigue correspondiendo al minimo absoluto de la funcion.

k
La velocidad mas econdmica es entonces : v =-/6000 = 77,5 Tm

El costo minimo por km es ahora: Cr (+/6000 )= 0.31 [liils

El costo total del viaje sera entonces: C =0.31.(400) = 124 USS
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7 7
Costo salario: Cg= —.400 = ——
Sy /6000

Costo de combustible: C, = 87,85 US$S

400 =36.15 USS

Ejercicio No. 57

Fi |

O—>N

—

a) La elastica de la viga en el sistema XOZ indicado es:

3 3
7(x)=— " 2—3X+(Xj 0<x<L
6EI L (L

Estudiemos la funcion Z en el intervalo [ 0,L].

3
Z(0)= - 13?;1 Z(@L)=0

Puntos criticos

3 2
Derivando: az _ _FL _3l+3 x) 1
dx 6EI L L) L
B 2
Anulando: —3+—3x =0 = -L2+x2:0 =x=xL
L 13

» x

En consecuencia no existen puntos criticos interiores al intervalo por lo que el

minimo absoluto de la funcién ( flecha maxima) se produce en el extremo izquierdo

3
del intervalo , es decir en x =0, y su valor es — 3EL

La viga adquiriré la forma que se indica en la figura.

Flecha méaxima ‘
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_FL?
3EI

descendido).

b) Angulo de giro 0

max— (El signo negativo indica que el extremo izquierdo de la viga ha

6=d—2=—F—(—L2+X2) 0<x<L
dx 2FEI

Estudiaremos la funcion 0 en el intervalo indicado.

Valores en los extremos.

2
0(0) = 1;;1 O(L) =0

. o d’z F

Derivando: —=——=——X

dx  gx2 EI

Como facilmente puedes observar la derivada es negativa en todo el intervalo de
estudio , por lo que la funcién 6 serd mondtona decreciente y su maximo absoluto se

encontrard en el extremo izquierdo del intervalo.

Omax = LLZ emaxE ‘
2EI |
Ejercicio No 58
Z(X)
p kg/m
YYVYYVYYYVYYY
A e L Ap &
Fig (1)

El problema presenta simetria respecto de la mediatriz del segmento AB, por lo que
es presumible esperar que la flecha maxima se produzca en el punto medio de la viga

y que el maximo angulo de giro ( en valor absoluto) se produzca en los extremos.
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Veamos si el calculo reafirma lo anterior.

a) Ecuacién de la elastica.

L4 X X 3 X 4
Z(x)= - P2 | X o X o[ X 0<x<L
24EI| L L L
Valores en los extremos del intervalo.

Z(0)=0  Z@L)=0

4 2 3 3 2 3
Derivando: dz__pL 1 _6(x +i X7 __pL -6 +a4™
dx  24BI|L L(L) LI\L I 12 P

2 3

Anulando: 1- 6X—2 + 4X—3 =
L L

0 = 4x°—6Lx*+I12=0

Debemos resolver el polinomio de tercer grado anterior. Habiamos presumido al

principio que el extremo de la funcidon Z debia encontrarse en el punto medio de la
viga. De ser asi x = 5 deberia ser raiz del polinomio. Verifiquémoslo utilizando el

esquema de Ruffini.

4 6L 0 L}
L oL 212 .
2
2
4 _4L 2L 0

Las restantes dos raices del polinomio son las raices de la ecuacion:

2L #4412 +81%  2L+2L-f3

4 4

20— 2Lx-L1*=0 => x-=

v 2L+2L3 :L(1+ﬁ) oL
4 2
Xl:zL-zLﬁ:L(l—ﬁ)<o

4 2

Lo anterior nos permite afirmar que el Gnico punto critico en el intervalo de estudio

, L
corresponde a la raiz x = 5
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Nos falta clasificar el punto critico hallado. Para ello basta que estudiemos el signo

de la derivada que esta dado por el opuesto del signo del polinomio de tercer grado.

S I S I t
X3 0\L/2/L X2

Finalmente la funcion presenta minimo absoluto ( flecha méxima) en x = 5

5 pL*

El valor de la flecha maxima sera: fpax= ————.
384 EI

La viga se deforma segun indica la figura (2).

0 0

Fig.(2)

Flecha méaxima

b) Angulo de giro

3 3
e(x)—dZ=—£ 1—£X2+4X— 0<x<L
dx 24EIl 12 3
Valores en los extremos.
3 3
0(0)= — & o(L) = &
24E1 24E1

2 3 2
Derivando: 0 =472 _ _PL | X X7 P (—12Lx+12x2)
dx  gx? 24E1 12 3 24E1

Anulando: -Lx +x’=0 = x=0 x=L
No existen entonces puntos criticos en el interior del intervalo de estudio. El maximo

y el minimo absolutos se encuentran en los extremos del intervalo.

_ pl’ pL’
max — ., min — T L~

4El  24EI

Ambos extremos de la viga giran el mismo dngulo, uno en sentido horario y el otro

antihorario , como se indica en la figura (2).
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Ejercicio No.59

Z(x

ELASTICA

— Fa?b? 23 X x
a b a’p

+ == 0<x<a
6EIL

Z(X) A+

6EIL b a ab?

242 3

Fa“b [2L-X+L-X_(L X)J a<x<L
Para demostrar que la funcidon Z es continua en x=a recuerda la definicién de funcioén
continua en un punto.
Debemos verificar que: lim Z(x) = lim Z(x) = Z(a)

X—pa XPp a’

—Fa’b?

6EIL

Llamemos K =

Tendremos entonces:

3 3
imK| 2%+ - % ook lim K| 22X LX L= | Z(a)=2K
b a at?

x—» a X—p at
En consecuencia la funcidn es continua en x = a.

b) Para hallar la flecha maxima deberemos primero hallar la expresion analitica de

) dz , )
la derivada o luego demostraremos que es continua en el intervalo [0,L] , en
X

particular en el punto x = a.
Como en la parte a) hemos mostrado que la funcidn es continua en x =a , para probar
su derivabilidad alcanzard con verificar la igualdad de los limites laterales de la

funcion derivadaen x =a. Para a=L/3 b=2a tendremos:
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[ _
—F(5a2—3x2) 0<x<a
9EI
Z -F
- ——8a2+3(L—x)2] a<x<L
dx 18EI
—2F > x=a
| 9 EI
Derivabilidaden x =a
2
lim —F(Saz —3)(2):—EFi
OF] 9 EI
X—Pp a
2
lim & [—8a2 +3(L—><)2]=—F(—8a2 +12a2)=—3Fi
18EI 18EI 9 EI

+
X —p a
En consecuencia la funcidn Z es derivable en x = a . En el resto del intervalo también

lo es ya que las expresiones analiticas de la derivada son de tipo polindmico.
. . dz
Estudiaremos ahora el signo de o
X
Iro.) 0<x<a

Anulando la derivada: 5a° — 3x” =0 —> Xx==*a \E =~ +1.29a

No existen entonces puntos criticos en 0 <x < a.

2do) a<x <L

Anulando la derivada: - 8a” + 3(L-x)2 =0 —> L-x=z%a \E

Finalmente: x=LFa \/f = L[l ¥ ;J El valor de x correspondiente al signo

de mas no pertenece al intervalo mientras que el correspondiente al signo de menos

si pertenece.
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El signo de 4z serd , teniendo en cuenta que L [1 - ;J = 0.45L

dx

Sgd—z 0

dx |
- 4 L
a 0.45L L

T

El valor x ZL[I -, ;7] corresponde al minimo absoluto de la funcién Z en el

intervalo [0,L] ( flecha maxima).
El valor de la flecha maxima sera:

finax = | 2(0.45L) |
Recordando que: L =3a b = 2a obtenemos:

—Fa?(2a)? {2 0.55(3a)  0.55(3a) _ 0.553(3a)3}
6E1(3a) 2a a a(2a)?

frax= | Z(0.45L) | = Z(1.35 a) | =

Operando obtenemos finalmente:

finax = O.48F—’613
EI

La elastica de la viga es la indicada en la figura.

Observa que la flecha maxima no se produce en el punto de aplicacion de la carga.

Ello s6lo ocurriria , por razones de simetria , si la carga F se aplicara en el punto

medio de la viga .

F flecha max.

7

¢) Desplazamiento angular en los extremos

2 2

5 FL 4 FL

60——0———— BL—— =——

(0) (0) o1 El L) ()81EI
Como puedes deducir de los resultados el extremo mas cercano al punto de
aplicacion de la fuerza es aquel en el que se produce el mayor angulo de giro de la

seccion de la viga.
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Ejercicio No. 60
a) La ganancia es la diferencia entre el ingreso y el costo totales .
G(q)=Ir-Cr
Derivando: a6 = diy _dCr (1)
dg dq dq

La funcién G presentara un maximo en un nivel de produccion q, si se cumplen las

siguientes condiciones:
dG
lro) — =0
) dq (do)

2
2d0) d°G (qo) <0
q

Anulando la expresion (1) debera cumplirse: (ZIT (q,)— ddCT (9,)=0 =
q q

dI dC . .
“T(g,) = qu<q0) lo que implica que  Iig (qo) = Cing (qo)-

Volviendo a derivar (1) y aplicando la condicion 2da. tendremos:

d’G d’1 d*c 4?1 d*c
—( 0)= 5 ()= 5 (4) <0 =>  —h(ge) <, (do)
dq’ d dq dq’

b) Costo total

Cr=0.10q"—0.2 q+ 100 U$S
Funcién demanda :

p(q)=-0.11q+41.8 U_$S

unidad
) unidades ) , 2
Sise venden q —— el ingreso total mensual sera: It =p.q=0.11q"+41.8q
mes

Para la utilidad tendremos: G(q)=It- Ct=-0.21 q2 +42q—-100 q=0
Se trata , como puedes observar , de una funcion cuadratica con concavidad negativa.
Si la abscisa del vértice de la pardbola representativa pertenece al intervalo de

estudio, correspondera al maximo absoluto de la funcion G.
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Derivando: a6 =-042q+42

dq
Anulando: q =100 unidades
mes
La ganancia maxima sera: G(100) = 2000 L$S
mes

El precio de venta por unidad sera: p (100) =30,80 U$S
Verificaremos que se cumplen las condiciones de la parte a) del ejercicio.

El costo marginal serd la derivada del costo total.

Cimg =0.20q - 0.2
El ingreso marginal ser4 la derivada del ingreso total.

Ing =-0.22q +41.2
Igualando: 0.209-02=-022q+412 ~— q=100

2 2 2 2
Ademas: %(IOO) =0.20 d—i(lOO) =-022 —> d—i < d—g
dq dq dq dq

Observa que la igualacién del costo marginal y el ingreso marginal resulta ser una

manera mucho mas comoda de lograr el valor de q sin necesidad de hallar la funcion

G, como lo hicimos lineas arriba.

COMENTARIO

El costo marginal es (aproximadamente) el costo que para el fabricante representa
fabricar una unidad mas de producto.

El ingreso marginal es (aproximadamente) el ingreso que obtendra por la venta de la
nueva unidad producida.

Mientras el costo marginal sea inferior al ingreso marginal le convendra al fabricante
producir una nueva unidad , en cambio si el costo marginal es superior al ingreso
marginal debera reducir su produccion.

La igualdad de ambos, segun vimos , da el punto 6ptimo de trabajo.
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UNIDADES Y EQUIVALENCIAS
Te indicamos a continuacion magnitudes que han sido utilizadas en los ejercicios
con sus correspondientes unidades en el sistema Internacional (S.I) asi como otras
unidades de uso corriente.

Te mostramos ademas algunas equivalencias entre ellas.

Magnitud S.I. Otras
Longitud L m cm- dm - Km - pulg — pié-.milla- milla nautica
Superficie S m’ cm’- héctarea (Hc.) - pié 2
Volumen V m’ em® - litro (1t
Tiempo t seg minuto - hora
Masa m kg gr - libra(1b) - Tonelada (Tn)
Velocidad v m cm  km nudo = milla nautica
sg sg h h
Velocidad angular ® rad 'rad
sg minuto
Aceleracion a % c1r21
g sg
Aceler. Angular y %
g
Fuerza F Nw (Newton) kg ¢ (kilog. Fuerza) - 1b¢_- Ton ¢
Presion p N—VZV at. (atmosfera) - cm Hg. - kgf2 - lbf2
m cm pulg
Densidad lineal
de carga q kep ¢
m m
Densidad volumétrica
k
de masa p —g3 g7r3 ¥
m cm It
Trabajo W Joule kg¢.m
Temperatura T e r - 'k
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Longitud

Magnitud S.L Otras
Intensidad de corriente I Amp. mA - upA
Diferencia de potencial V Voltios mV - KV
Carga eléctrica Q Coulomb mC - pnC
Resistencia R Ohm. KQ - MQ
Energia E Joule vatio.seg - Kvh - Caloria - BTU
Potencia P vatio Kv - My
Frecuencia f Hz RPM
Gasto volumétrico Qy m’ It
sg sg

Intensidad luminosa I Cd

(Candela)
Iluminacion E Ix (lux) ph (fotio)

EQUIVALENCIAS

1 km=10"m=10*dm=10% cm

1'=30.48 cm
Superficie

1 pulg2 — 6.452 cm’
Volumen
Im’=10°cm’

Tiempo

1 hora = 60 minutos = 3600 seg.

Masa

1lb= 453.6 gr = 0.4536 Kg

Velocidad

R
S

1

17"=2.54 cm

ldm’ =11t

@ milla
h

1 pi¢* = 929 cm®

Imilla = 1609 m

1 pi¢ =12 pulgadas (1'=12"")

1 milla nautica = 1852 m

| He. = 10% m? 1 m’>=10*cm?

1 Galén (EUA) =3.785 It

1 Ton= 10’ Kg
=1609K;n 1 nudo = 1.852K;n
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Aceleracion

m 2 cm
1 —=10"—
52 s?

Fuerza
1 Kg¢=9.8 Nw 11b¢=0.4536 Kg ¢=4.445 Nw

Presion

1 ) K
1 at="76 cm Hg. 1 bfz (p.s.i.) = 0.073—g£
pulg cm

Densidad lineal

| Inr o3 Ker
m m

Densidad volumétrica de masa

Kg g3 &

m3 CIIl3

Trabajo

1 Kg¢r.m (Kilogrametro) = 9.8 Joule
Temperatura

1°c=18"F 1°%c=1"K

Formulas de transformacion: °F = °C . 1.8 + 32
Intensidad de corriente

1 Amp.=10°mA=10°pn A

Diferencia de Potencial

1 Voltio = 10° mV 1 Kv =10’ volt.
Resistencia

1 KQ=10"Q IMQ =10°Q

Potencia

1 Kv = 10” vatios 1 hp = 0.746 KV

Energia calorifica

1 BTU =0.252 Kcal = 1055 Joule

Iluminacion
1 lux=10"* ph

"k =% +273
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EJERCICIOS SUGERIDOS

Te indicamos a continuacion aquellos ejercicios que a nuestro entender son de interés
especial para la orientacion que has elegido , lo que no implica que los demas
carezcan de ¢él.

En especial creemos que los problemas que hemos denominado de “Calculo” y de
“Geometria” son de interés comun a todos los Bachilleratos , aunque no los

incluiremos en la lista.

Bachillerato de Administracion .

Capitulo 1 - Ejercicios Nos.: 2-7-9-11-13-19-21

Capitulo 2 — Ejercicios Nos. : 7—-9-10—-19-23 - 28 —29 -34 - 35 - 54 -55- 60

Bachillerato Agrario .

Capitulo 1 — Ejercicios Nos. : 2—-5-7—-11-12-18-20-22

Capitulo 2 — Ejercicios Nos. : 9—14-15-16-23 -28 29 -34-41-42-43-44-49 - 54 - 60

Bachillerato de Disefio de la Construccion .

Capitulo 1 - Ejercicios Nos.:2-5-8-9-10—-11-14-19--22

Capitulo 2 — Ejercicios Nos. : 7—11-12-28-29-34 - 41 -45-47-49-54-57-58-59-60

Bachillerato de Electroelectrénica .

Capitulo 1 — Ejercicios Nos. : 2—-4-5-8-9-10-11-14-17-21-22-23 -24

Capitulo 2 — Ejercicios Nos. : 9—-17-18-19-21-22-23-24-28-29—-32-34-45-47-48

49 -51-52-53-54-55-60

Bachillerato de Informatica .

Capitulo 1 — Ejercicios Nos. : 2-4-9-11-13-17-19-21-23

Capitulo 2 — Ejercicios Nos. : 9 —17—-23 —27-28 -29-34-45-54-56 - 60

Bachillerato de Mecanica .

Capitulo 1 — Ejercicios Nos.: 1 -2-4-5-8-9-10-11-14-15-21-22-23

Capitulo 2 — Ejercicios Nos. : 8 —9—12-19-21-22-23-24-28-29-32-34-41-45-47
49 - 54 -56-57-60

Bachillerato de Quimica

Capitulo 1 — Ejercicios Nos.: 1 -2-5-6-9-10-11-13-16-1720-21

Capitulo 2 — Ejercicios Nos. : § —9—-21-23-28-29-34-41-45-49-51-53-54-57-60

Bachillerato de Termodinamica

Capitulo 1 — Ejercicios Nos.: 1 -=2-4—-6-8—-10-11-13-16-17-19-21-23

Capitulo 2 — Ejercicios Nos. : 8§ =21 —23 —-28 -29-34-41-45-51-53-54-57-60
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